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Abstract: Given a graph G=(V,E), super graceful labeling is bijective
function f :V(G)UE(G) —{23,...,p+q} such that f(uv)=|f(u)- f(v) for
every edge uve E(G). A graph G that has a super graceful labeling called a

super graceful graph. In this final paper discuss about super graceful labeling for
special graphs graph P,, graph B, (n), graph P} — e;, graph C, (n = 3) graph
P,(1,2,...,n), graph K,, ,,, and graph Coconut tree.
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I.  Pendahuluan

Graf merupakan salah satu cabang matematika yang berkembang pesat saat
ini. Banyak penemuan-penemuan baru tentang graf seperti berbagai macam graf,
macam-macam pelabelan graf dan cara melabelkannya. Pelabelan graf pertama
kali dikenalkan oleh A.Kotsig dan Rosa (1967). Pelabelan pada graf G adalah
pemberian nilai vertex dan edge pada grafG .

Ada banyak pelabelan yang telah dikembangkan, diantaranya pelabelan
super graceful. Pelabelan super graceful merupakan pemetaan bijektif

f :V(G)UE(G) —{1.234,..., p+q} sedemikian sehingga f (uv) =|f(u)-f(v),
untuk setiap sisi uve E(G). Sebuah graf G disebut graf super graceful jika
merupakan pelabelan super graceful.

1. Pembahasan
Definisi 2.1  [8]

Pelabelan graceful dari graf G=(V,E) adalah pemetaan injektif
f:V(G)—{0123,...,q}, 9=|E(G)| sedemikian sehingga f(uv)=|f(u) - f(v),
untuk setiap uve E(G) sehingga label sisi yang dihasilkan berbeda.

Contoh 2.1
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Gambar 3.1 Graf graceful
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Definisi 2.2  [8]

Pelabelan super graceful dari graf G adalah pemetaan Dbijektif
f:V(G)UE(G) - {23,...,p+q} sedemikian sehingga f(uv)=|f(u) - f(v),
untuk setiap sisi uve E(G). Sebuah graf G yang memiliki pelabelan super
graceful disebut graf super graceful.

Contoh 2.2

Vi Vo

4

Vg V3

Gambar 3.2 Graf super graceful

Teorema 2.3 [8]
Graf P, adalah graf super graceful.

Bukti:
Misal P, =V,V,v;...v, path dengan panjang n—1, dengan V(P,) =n
dan |E(P,)|=n-1.
Pelabelan titik untuk graf P,(n>1) didefinisikan dengan:
_ j—1,1<j<n,j=0(mod2)
() _{ 2n— j,1<j <n,j=1(mod2)
Pembuktian bahwa graf P, adalah graf super graceful, akan dibagi menjadi dua
kasus.

Kasus 1, n adalah bilangan ganjil.
Himpunan label titik pada graf P,, adalah'

n—1
v, = U (F(v)} U G—1}={1,35..,n-2)
i=1
ijl(modZ) Jj= O(modZ)
=] Uel= | @n-p=tn-12-3..m
j=1 j=1
j=1(mod 2) j=1(mod 2)
Himpunan label sisi pada graf P,, adalah:
n—1
= |J (o) = U (12t
j=1
jz()](modz) j= O(modZ)
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2(n—-2),2(n—-4),2(n—-6),...,2}

n-—2 n-2
E= ] U= ] t2e-pn
j=1 j=1
j=1(mod 2) j=1(mod 2)
={2(n—-1),2(n—-3),2(n—5),...,4}
Terbukti untuk n bilangan ganjil,

fVUE—>{2,..,p+q}={2...,2n-1} bijektif dan f(uv)=|f(u)— f(v)
sehingga graf P, merupakan graf super graceful.

Kasus 2, n adalah bilangan genap
Himpunan label titik pada graf P,, adalah:

V, = U {f(v)} = U {i—-1}={1,3,5,..,n—1}
j=1 j=1

j=0(mod 2) j=0(mod 2)
n—1 n—1
V, = U {f(v)} = U {2n—-j}={2n-12n-3,..,n+1}
j=1 j=1
j=1(mod 2) j=1(mod 2)

Himpunan label sisi pada graf P,, adalah:

n—2 n—1
E= | Cewa= | wza-n
j=1 j=1

j=0(mod 2) j=0(mod 2)
={2(n—-2),2(n—4),2(n—-6),...,4}

n-1 n-1
E= ] eyal= | eza-n
j=1 Jj=1

j=1(mod 2) j=1(mod 2)
={2(n-1),2(n—-3),2(n—-5),...,2}

Terbukti untuk n bilangan genap,
f:VUE—>{2..,p+q}={2...,2n—1} bijektif dan f(uv)=|f(u)— f(v)
sehingga graf P,(n>1) merupakan graf super graceful. ]

Dari kedua kasus diatas, dapat dilihat bahwa semua himpunan label titik
memuat nilai ganjil dan semua himpunan label sisi memuat nilai genap. Terbukti,

graf P, adalah graf super graceful.

Contoh 2.3
a) Graf P;adalah graf super graceful.
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vV, V, Vg vV, Vg
O———C0——0——06—"=0
Gambar 3.3 Graf P,

b) Graf Psadalah graf super graceful.
v, v, vV, v, Vs Vg

Gambar 3.4 Graf P,

Teorema 2.4 [8]
Graf P, (n)adalah graf super graceful untuk m>1dan n>1.

Bukti:
Misal Vy,V,,Va,...,V,, adalah titik dari path P, dan u;,,u;,,...,u

adalah titik yang menggantung pada setiap V;, 1<i<m. Dengan
V (P, () =m(n+1) dan [E(P,(n))=m(n+1)-1.
Pelabelan titik untuk path P, (n) didefinisikan dengan:
n+1i—-1,1<i<m,i=0(mod?2)
fw) ={ m+1DCm+1-i)—1,1<i<mi=1(mod2)
Pelabelan titik untuk titik-titik yang menggantung pada setiap V; didefinisikan
dengan:
Untuk1 <i <mdani = 0(mod 2),
fluy;)=m+1D@m+2-i)— (2j+1),1<j <ndan
Untuk1 <i <mdani = 1(mod 2),
fluy)=m+DGE-1D+2j-1,1<j<n
Selanjutnya dikelompokkan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.
Himpunan label titik pada graf P, (n), adalah:

n=J o= J @+oi-n
izOé;ul)d 2) iEOé;ul)d 2)

Untuk m genap diperoleh
={2n+1,4n+3,..,m(n+1) — 1}
Untuk m ganjil diperoleh
={2n+1,4n+3,..,(m—1)(n+1) —1}

m-—1 m-—1
n=|J ven= |J @+nem+i-n-1
izlé;ul)dZ) L'Elé;ul)dZ)

Untuk m genap diperoleh
={(n+1)2m-1,(n+1)2m-2)—-1,..,(n+1D(m+2) -1}
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Untuk m ganjil diperoleh
={n+1)2m-1,(n+1)2m—-2)—-1,..,(n+(m+1) -1}

V3 = U (U{f (ui,j)}>
iEOE;(l)d 2) =
= U (U{(n +1)@2m+2-i)—(2j+ 1)}>
izoé;})d 2) =

Untuk m genap diperoleh
={n+12m)-3,(n+1)2m)—-5,..,(n+1)(2m) — 2n + 1)}
Uuf{tn+1)2m—-2)-3,...,(n+1)2m—-2)— (2n+10)}
U.u{n+1)(m+2)-3,..,(n+1)(m+2)— 2n+ 1)}
Untuk m ganjil diperoleh
={n+1)2m)-3,(n+1)2m)-5,..,(n+1)(2m) — 2n + 1)}
U{n+1)2m-2)-3,...,(n+1)2m—-2) — (2n+ 10)}
U.u{n+1)(m+2)-3,..,(n+1)(m+1)— 2n+ 1)}

w= U (D{f(ui,»})

i=1(mod 2)

m-—1 n
- U (U{(n+1)(i—1)+2j—1}>
i=1 j=1
i=1(mod 2)

Untuk m genap diperoleh
={1,3,5.2n—-1ju2ln+1)+1,2(n+1) -3,..2(n+1) —2n -1}
U.uf(n+1)(m-2)+1,...,(n+1)(m—-2)+ 2n—1}
Untuk m ganjil diperoleh
={1,3,5...2n—-1}Ju{2(n+1) +1,2(n+1)-3,...2(n+1) —2n— 1}
Uu.ufin+1D(m-1+1,...(n+1)(m—-1)+2n— 1}
Himpunan label sisi pada graf P, (n), adalah:

m-—2

E, = U {f v}
iEOé;ltlld 2)
m-—2

- U (n+Di-1-((r+DCm+1-0 -1}

izOé;ul)d 2)
Untuk m genap diperoleh
={2n+1)(m—-2)2(n+ 1)(m—4),2(n+1)(m—6),....4(n+ 1)}
Untuk m ganjil diperoleh
={2n+ 1M -2)2n+1)(m—4),2(n+ 1)(m—6),...,.2(n+ 1)}
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m-—1

E, = U {f viviz)}
izlé;})dZ)
m-—1
= U (m+DEMm+1-D)-1) - ((n+ DG+ 1) - D}
izlé;ul)dZ)
Untuk m genap diperoleh
={2n+1)(m-1),2n+1)(m-3),,...,2(n+ 1)}
Untuk m ganji diperoleh
={2n+1)(m-1),2n+1)(m-3),,...,4n+ 1)}

E= (U{f(viui,»})
isoéri};dZ) =

- U 2(n+Dm—i—1)—1),..2((n + D(m—i—1) —n}
iEOé;li)dZ)

Untuk m genap diperoleh

=2(n+1D(m+1D)-D2(n+1H(m+1)—-2),..,2((n+ 1)
(m+1)—n)Uu..u2(n+1)—-1D,2((n+1)—-2),..,2}

Untuk m ganjil diperoleh

=2n+1D(m+ 1) -D2((n+1DH(m+1)—2),...2((n+ 1)
(m+1)—-n)ju..u{22n+1)—-1),..2n+ 4}

E, = @ (U{f(mw,;)})

i=1(mod 2)

- U U{I(n+1)(2m+1—i) 1= ((n+ D - 1)+2j—1)|}>
Unt(ukrr)l genap diperoleh
={2(n+1Dm-1),2((n+ DHm-2),..,2((n + 1)m — n)}
uf2((n+1)(m-2)-1,...,2((n+ 1)(m — 2) — n}
U.u2Q(n+1)-1),2Qn+1) = 2),..,2n + 4}
Untuk m ganjil diperoleh
={2(n+1m—-1),2((n+ Hm—2),..,2((n + )m — n)}
uf2(n+1)(m-2)-1,...2((n+ 1)(m — 2) — n}
U.u2((n+1)-1),2((n+1) - 2),..,2}

Terbukti untuk m bilangan genap dan ganjil,

f:VUE—>{2,..,p+q}={23...(n+)2m-1} bijektif dan
f(uv) =|f (u)— f(v)| sehingga graf P, (n) merupakan graf super graceful. n
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Dari hasil diatas, dapat dilihat bahwa semua himpunan label titik memuat
nilai ganjil dan semua himpunan label sisi memuat nilai genap. Terbukti, graf
P.(n) adalah graf super graceful.

Contoh 2.4
Graf P,(3) adalah graf super graceful.

Vi Vo

Va
24 16 8
3 © 3

15

30 22/ 20| 18 6
28| 26 14/ Ll 10 4 2

@ @ @ O @ O @ ¥
U, U, Uz Uy Up3 Ups U, Us, Usg Uy Us Ugs
Gambar 3.5 Graf P, (3)
Teorema 2.5 [8]
Graf P, —e, dimana e, =v,u, adalah super graceful untuk n>1.

Bukti:

Misal V,,V,,V,,...,V, adalah titik dari path dengan panjang n-1 dan
u,,U,,Us,...,U, incident berturut-turut dengan titik V,,V,,Vs,...,V,. Dengan
V(P —e) =2n—1dan |[E(P, —e) =2n-2.

Pembuktian bahwa graf P,” —e, adalah graf super graceful dibagi menjadi dua
kasus.
Kasus 1, n adalah bilangan ganjil
Pelabelan titik untuk graf P,” —e, definisikan dengan:
f(u,) =1dan f(v,) =4n—3
n+2-i1<i<n-1,i =0(mod 2)
flvd) :{3n—3+i,1 <i<n-—1,i=1(mod?2)
f(u-)={ n+i,2<i<n-—1,i =00nod2)
! 3n—1—i,2<i<n-—1,i = 1(mod 2)
Selanjutnya dikelompokkan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.
Himpunan label titik pada graf P" —e,, adalah:

Vl = f(un) = {1} dan VZ = f(vn) = {47’1 - 3}

n-—1 n—1
n= ) ren= | m+z-d=tn-2n-4.3
i=1 i=1
i=0(mod 2) i=0(mod 2)
n-—2 n—2
= |J von= [J Br-3+
i=1 i=1
i=1(mod 2) i=1(mod 2)
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={3n—-2,3n,3n+2,...,4n — 5}

n—1 n—1

v=|J vren= ] @+n
i=2 i=1
i=0(mod 2) i=0(mod 2)
={n+2,n+4n+6,..2n—1}
n—2 n—2
v=|J ven= |J @r-1-1
i=2 i=1
i=1(mod 2) i=1(mod 2)

={3n—4,3n—-6,..,2n+ 1}
Himpunan label sisi pada graf P” —e,, adalah:

n—1 n—1
= ) Cewa= ] tze+i-2p
i=1 i=1
i=0(mod 2) i=0(mod 2)
={2n,2n+4,..,4n — 6}
n—2 n—2
= ) Cow = | tza+i-2p
i=1 i=1
i=1(mod 2) i=1(mod 2)
={2n—-2,2n+42n+6...,4n — 8}
n—1 n—1
= ) reoan= ] w2-2p
i=2 i=2
i=0(mod 2) i=0(mod 2)
={2,6,..,2n — 4}
n—2 n—2
= |J tewn= |J g2i-2p
i=2 i=2
i=1(mod 2) i=1(mod 2)
=1{4,8,..,2n — 6}

Es = {f (uov)} = {l-4n+ 4]} = {4n — 4}

Terbukti untuk n bilangan ganijil,
f:.VUE—>{2,..,p+aj={2..,4n—3} bijektif dan f(uv)=|f(u)—f(v)
sehingga graf P." —e, merupakan graf super graceful.

Kasus 2, n adalah bilangan genap
Pelabelan titik untuk graf P,” —e, definisikan:
f(u,) =1dan f(v,) =4n—3
3In—3+i,1<i<n-1,i =0(mod 2)
fWJ:{n+2—L15i5n—Liz1mwda
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—1-i2<i<n-1,i=0(mod?2)
n+i,2<i<n-—1,i =1(mod 2)

fuy ="

Selanjutnya dikelompokkan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.

Himpunan label titik pada graf P" —e,, adalah:
Vi = f(u,) = {1} dan V, = f(v,) = {4n — 3}

n—-2 n—2
= |J ven= |J Gr-3+p
i=1 i=1
i=0(mod 2) i=0(mod2)
={3n—13n+1,3n+3,..,4n — 5}
n—1 n—1
= |J ron= |J w+2-3
i=1 i=1
i=1(mod 2) i=1(mod 2)
={n+1,n—-1,n-3,..,3}
n-—2 n—2
i= ) ven= |J Gr-1-3
i=2 i=2
i=0(mod 2) i=0(mod 2)
={3n-33n—7,..,2n+ 1}
n—1 n—1
o= | ven= |J @+n
i=2 i=2
i=1(mod 2) i=1(mod2)

={n+3,n+5,..2n—1}
Himpunan label sisi pada graf P” —e,, adalah:

n—2

n—2
E= | veway= | ten+2i-ap
i=1 i=1
i=0(mod 2) i=0(mod 2)
={2n,2n+4,...,4n — 8}

n—1

n—1
E= | vewa= (] 2e+i-2p
i=1 i=0
i=1(mod 2) i=1(mod 2)
={2n—-2,2n+2,...,4n — 6}

n—2

= | rewy
i=2
i=0(mod 2)
n-—2

| wzi-2p

i=2
izOémod 2)
={2,6,10,...,2n — 6}
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n—1 n—1

= | gown= ] t2i-2p

i=2 i=2
i=1(mod 2) i=1(mod 2)

={4,8,..,2n—4}
ES = {f(unvn)} = {lf(un) - f(vn)l} = {47’1 - 4‘}

Terbukti untuk n bilangan genap,
f:VUE—{L2,..,p+qj={2...,4n-3} bijektif dan f(uv)=|f(u)— f(v)
sehingga graf P." —e, merupakan graf super graceful. ]

Dari kedua kasus diatas, dapat dilihat bahwa semua himpunan label titik
memuat nilai ganjil dan semua himpunan label sisi memuat nilai genap. Terbukti,

graf P —e, adalah graf super graceful.

Contoh 2.5
a) Graf P,” —e adalah super graceful.
Vi Vo Vs 12 A\ 14 Vs
G——CG—2 (@ ©, 17
2 4 6 16
u, U Uy Us

Gambar 3.6 Graf P,” —e,

b) Graf B,” —e, adalah super graceful.

\Z Vo V3 v, Vs Ve
10 12 14 16 18
@ @ ® ® © 2
2 4 6 8 20
u, U, u, Ug Ug

Gambar 3.7 Graf P;” —e,

Teorema 2.6 [8]
Setiap graf sikel C, adalah graf super graceful.
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Bukti:

Misal V(C,)={U;,U,,U,,...,U, |, dengan V(C,)|=n dan |[E(C,)|=
Pembuktian bahwa sikel C, adalah graf super graceful, akan dibagi menjadi dua
kasus.

Kasus 1, n adalah ganjil, yaitu n=2m+1 untuk m>1.
Pelabelan titik untuk graf sikel C, definisikan dengan:
fluzi1) =2i—11<i<m
flup)=4m+1-2i1<i<m-1
f(uz,y,) = 4mdan

f(uzm41) = 4m + 2
Selanjutnya dikelompokkan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.

Himpunan label titik pada sikel C, adalah:

v, = U{f(uzl-_l)} = U{Zi 1} ={135,..2m —1}
m— 1

V, = {f (uy)} = {4m+1-2i}={dm—-14m —-3,...2m + 3}
2 U e U1

Vs = {f (uzm)} = {4m}

Vi = {f (uzm41)} = {4m + 2}
Himpunan label sisi pada sikel C,, adalah:

m—2

i = U{f(uzl )} = | Jeam—ai-2)
—{4m 2,4m — 64m—i?)1 ,6}

E, = U{f(u21u21+1)} = U{4(m D}

= {4(m —D4(m—2),..4}

E3 = {f (ugm-1Uzm} = {I(Zm —1) —4m|} = {2m + 1}
Ey = {f (Uamuom+1} = {|4m — (4m + 2)[} = {2}
Es = {f (upm+1ug} = {{(dm + 2) — 1|} = {4m + 1}

Terbukti untuk n bilangan ganjil,
f'VUE—>{2,...,p+q}={2,...4m+2} bijektif dan f(uv)=|f(u)— f(v)
sehingga graf C, merupakan graf super graceful

Kasus 2, n adalah bilangan genap, yaitu n=2m untuk m>2
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Pelabelan titik untuk graf sikel C, definisikan dengan:
f(u21_1)=21—1,ISlSm
f(uz,) =2 dan

f(Uzm41) = 4m
Selanjutnya dikelompokkan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.

Himpunan label titik pada sikel C,, adalah:

v, = U{f(uzl-_l)} = U{Zi 1} ={1,35,...2m — 3}

w-LﬁﬂWM—lJMm—Laﬁ

—{4m—34m 5 .,2m+ 1}
V3 = {f (uzm-1)} = {2}
Vi = {f (up)} = {4m}

Himpunan label sisi pada sikel C,, adalah:

F = UU%mMH—UHW )
—HW—DMm 2), .43

&—UU%MMH—UMMHLJO%mHN

= {4m 6,4m — 10, . 6}
E3 = {f(uZm—ZuZm—l} = {lf(uZm—Z) - f(uZm—l)l}
={lCm+1) -2}
={2m — 1}
E:4 = {f (ugm—1uzm} = {If (uzm_1) — f(uzm)1} = {4m — 2}
Es = {f (ugmus} = {If (uzn) — fu)|} = {4m — 1}

Terbukti untuk n bilangan genap,
f:VUE—{2..,p+q}={2...,.4m} bijektif dan f(uv)=|f(u)—f(v)
sehingga graf C_ merupakan graf super graceful. ]

Dari kedua kasus diatas, diperoleh semua himpunan label titik dan semua
label sisi berbeda. Terbukti, graf sikel C, adalah graf super graceful.

Contoh 2.6
Graf Cg adalah super graceful.
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u,

Gambar 3.8 Graf C;

Teorema 2.7 [7]
Graf P,(L2,...,n) adalah graf super graceful untuk n>1.

Bukti:

Misal G= Pn (1,2, ceny n) , dengan I\/(G)| N+ n(n +1)

|E(G)|:(n—1)+@.

Pelabelan titik untuk graf G didefinisikan dengan:

1
n2+3n+1—§(i+1)2,1siSn,iEl(modZ)
i(i + 2)
2

fv) =

—1,1<i<ni=0(mod?2)
Untuk 1<i<n dan i=0(mod2)
)
fluy)=n*+3n+1---2j,1<j<i
Untuk 1<i<n dan i=1(mod2)
fluy) =20 -1 42), 1<) <

Selanjutnya dlkelompokan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.
Himpunan label titik pada graf G, adalah:

n

V= {fw)} = n?+3n+1-1/2@+1)?}
i=1(mod 2) i=1(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh

, , , n:+4n+1
=m“+3n—1,n“+3n—7,n +3n—17,...,f
Untuk n genap diperoleh

, , , n%+6n+2
=<n“+3n—1,n“+3n—7,n +3n—17,...,f

dan
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V,

n—1 n—1

- |J von= | 2]

i=1 i=1
i=0(mod 2) i=0(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh
n? -3
=13,11,23, ...,

2
Untuk n genap diperoleh
n?+2n-2
=43,11,23, A E—

n—1 i

= _ 9 {f(ui,j >}

n i

l'2
= {n2+3n+1—?—2j}

\_/ _/
i=1 j=1
i=0(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh
={n?+3n-1-2j;1<j<2}u{n®?+3n—-7-2j;1<j <4}
n+8n+1
=
Untuk n genap diperoleh
={n?+3n-1-2j;1<j<2}u{n®>+3n—-7-25;1<j<4}
{n2+6n+1
U..Uj—

—2j;1San—1}

> —2j;1San}

n

U U{f(ui,j )}

i=1
i=1(mod 2)
n i

_ U U{(i—l)z(i+1)_1+2j}

i=1 j=1
i=1(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh
={2j—-1;j=13U{3+2;1<j<3}U{l1+2j;1<j<5}

n2
U...U{ 5 +2j;1£j£n}

Untuk n genap diperoleh
={2j—1;j=13U{3+2;1<j<3}Uf{l1+2j;1<j<5}

n?—-2n-2 ,
VUi +2ji1<j<n—1
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Himpunan label sisi pada graf G, adalah:

n—2
E; = U {f i)}
i=1
i=1mod 2)

n—2

= U {I(n?+3n+2)— (% +3i+2)}

i=1
i=1(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh
={n>+3n—-4n*>+3n-18,...2n+ 2}
Untuk n genap diperoleh
={n>+3n—-4n*>+3n-18,..,4n+ 2}

n—1
E, = U {f (v 1)}
i=1
i=0mod 2)

n—1

_ U (G2 +3i+2)— (n? +3n+2)[}

i=1
i=0(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh
={n?+3n—-10,n* +3n—28,..2n+ 2}
Untuk n genap diperoleh
={n?+3n—-10,n* +3n—28,..4n+ 2}

n i

B= U{f(viui,j)}
i=1 j=1
i=1(mod 2)
n i
= U {In?+3n+2-2j—i(i+ D[}
i=1 j=1
i=1(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh

={n*+3n-2}u{n®+3n—-12,n* +3n—14,n> + 3n — 16}
u..u{2n,2n-2,..,2}

Untuk n genap diperoleh

=n?+3n-2}u{n®*+3n—-12,n* +3n—14,n*> + 3n — 16}
U..u{dn,4n —2,...,2n + 4}

n—1 i

E, = U U{f(viui,j)}

i=1 j=1
i=0(mod 2)
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n—1

= U U{|(i(i+1)+2j)—(n2+3n+2)|}>
j=1

i=1
i=0(mod 2)

Untuk n ganjil diperoleh
={n’+3n—-6n?+3n—-8}u..u{dn4n—2,..2n+ 4}
Untuk n genap diperoleh
={n*+3n-6n*+3n-8}u..u{2n2n—22n—-4,..,2}

Terbukti  untuk n  bilangan ganjil dan bilangan  genap,

f:VUE—>{23...,p+q}={23...,n? +3n-1 bijektif dan
f(uv) =|f(u)— f(v)| sehingga graf P,(1,2,...,n) merupakan graf super graceful.
||

Dari kedua kasus diatas, diperoleh semua himpunan titik bernilai ganjil
dan semua himpunan sisi bernilai genap. Terbukti, graf P, (12,...,n)adalah graf
super graceful.

Contoh 2.7
Graf P,(1,2,34) adalah super graceful.

Vi Vo V3 Vy
27 24 (3 18 @) 10 11
26 22 16
20 14| 1 8/ & 4
® @ (9 W W O O
U1 Uzt Uz2

Uz Us2 Uz Ug1 Us 2 U3 Uss

Gambar 3.9 Graf P,(1,2,3,4)

Teorema 2.8 [7]
Setiap graf bipartit komplit K (m=>1,n2>1) adalah graf super graceful.

Bukti:
Misal V=V, LV, dimana V, ={u;,U,,Us, ..., U, | dan
V, ={V;,V,,V;,...,V, . Dengan V(K )| =m-+n dan [E(K,,,)[=mn
Pelabelan titik untuk graf K didefinisikan dengan:
flu) =i,1<i Smdanf(vj) =m+(m+1),1<j<n
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Selanjutnya dikelompokkan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.
Himpunan label titik pada graf K_ , adalah:

m,n’

v = lul{f(ui)} = Q{i} = {12,..,m}

v, = | Jir@)y = [ Jom + o+ 0
j=1 j=1

={m+(m+1),m+2(m+1),..m+n(m+ 1)}
Himpunan label sisi pada graf K_ , adalah:

O([J{f(uimg

m,n?

E

i=1

U (U{m+ (m+ 1)) — i})

i=1 \j=1

=fm+(m+1)-1,m+2(m+1)—-1,...m+n(m+1)—-1}u
fm+(m+1)-2m+2(m+1)-2,...m+n(m+1)—-2}u ..U
fm+12(m+1),..,n(m+ 1)}

Terbukti  f:VUE —>{23..,p+q}={23,...m+nm+1)} Dbijektif
dan f(uv)=|f(u)— f(v)| sehingg graf K, merupakan graf super graceful. ~ m

Diperoleh semua himpunan label titik dan himpunan label sisi berbeda dan
gabungannya adalah {12,3,..., m+ n(m +1)}. Terbukti, graf K  (m>1n>1)
adalah graf super graceful.

Contoh 2.8
Graf K, adalah super graceful.

Gambar 3.10 Graf K;,
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Teorema 2.9 [7]
Graf Coconut tree adalah graf super graceful.

Bukti:
Pelabelan titik untuk graf G didefinisikan dengan:
2i+1—-j,1<j<idanj = 0(mod?2)
f(”f)={ j,1<j<idanj=1(mod 2)
fw)=2k—-1,i+1<k<n.
Selanjutnya dikelompokkan himpunan label titik dan sisi sebagai berikut.
Himpunan label titik graf G, adalah:

l l

v=J ten= |J w@+i-p

j=1
Jj=0(mod 2) Jj=0(mod 2)

Untuk i genap diperoleh
={2i—-1,2i—3,..,i+1}
Untuk i ganjil diperoleh
={2i—1,2i—3,...,i + 2}

n- U ven- U o

j=1(mod 2) j=1(mod 2)
Untuk i genap diperoleh
={1,3,5,..,i — 1}

Untuk i ganjil diperoleh

={1,3,5, ..., 1}
n=Jren= ] e-1
k=i+1 k=i+1

Untuk i genap diperoleh
={2i+12i+3,..,2n—1}
Untuk i ganjil diperoleh
={2i+12i+3,..,2n—1}

Himpunan label sisi garf G, adalah:
i—-2

i—2
= ] (Eya))= H (126 -

j=1
j=0(mod 2) j=0(mod 2)
Untuk i genap diperoleh

={2(—-2),2(—-4),..4}
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Untuk i ganjil diperoleh
={2(—-2),2(i—4),..2}
i i—2

i—1
= ] Uvdi= ) 2a-np
j=1

j=1
j=1(mod 2) j=0(mod 2)
Untuk i genap diperoleh

={2@(—-1),2(i—-3),..,2}
Untuk i ganjil diperoleh

={2(i-1),2(i - 3),..,4}

B = | rwonr= | t2e-2n
k=i+1 k=i+1
Untuk i genap diperoleh

={2i,2i+2,2i+4,..2n— 2}
Untuk i ganjil diperoleh
={2i,2i+2,2i+4,..2n— 2}

Terbukti untuk bilangan [ genap dan ganjil,
f:VUE—>{23,..,p+q}={23,...2n-1} bijektif dan f(uv)=|f(u)— (V)
sehingga graf Coconut tree merupakan graf super graceful. ]

Dari kedua kasus diatas, diperoleh semua himpunan label titik bernilai
ganjil dan semua himpunan label sisi bernilai genap. Terbukti, graf Coconut tree
dalah graf super graceful.

Contoh 2.9
Graf Coconut tree untuk i=4dan n=9adalah graf super graceful.
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Gambar 3.11 Graf Coconut tree untuk i=4dan n=9
1.  Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan mengenai pelabelan super graceful untuk
beberapa graf khusus, dapat diambil kesimpulan yaitu setiap himpunan titik

berlabel ganjil dan himpunan sisinya berlabel genap, kecuali untuk graf C,
dan graf K_ . Untuk graf C, tidak memiliki himpunan label sisi genap dan

himpunan label titik ganjil karena pada graf C, jumlah banyaknya titik dan

sisi bernilai genap, maka label titiknya tidak semuanya bernilai ganjil begitu
juga dengan graf K~ yang memiliki jumlah banyaknya titik dan sisi dapat

bernilai ganjil atu genap maka label titiknya tidak semuanya bernilai ganjil.
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