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ABSTRACT.Let G = (V(G),E(G)) be a simple connected graph and d(u,v) denote the distance
between any two vertices in G. The maximum distance between any pair of vertices is called the
diameter denoted by diam(G). A radio labeling for G is an injectif function f: V(G) - N U {0} such
that for any vertices u dan v it is satisfied that |f(u) — f(v)| = diam(G) — d(u, v) + 1. The span of
an radio labeling f is max {f(uw) — f(v) : u,v € V(G)}. The minimum span of a radio labeling of G
is called radio number denoted by 7, (G). In this Thesis we study radio number of cycle with chords
and middle graph of cycle C,,.
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. PENDAHULUAN

Ada banyak jenis pelabelan yang telah dikembangkan, salah satunya adalah
pelabelan radio. Pelabelan radio dapat dianggap sebagai perluasan dari jarak dua
pelabelan yang termotivasi dari permasalahan penugasan frekuensi. Untuk satu set
kota (atau stasiun radio) masalahnya adalah untuk menetapkan frekuensi untuk
masing — masing kota, yang merupakan bilangan bulat positif sehingga gangguan
dapat dihindari. Tingkat gangguan berkaitan erat dengan lokasi geografis dari stasiun,
letak stasiun yang lebih dekat memungkinkan adanya gangguan yang semakin besar.
Untuk menghindari gangguan, pemisahan antara frekuensi yang ditugaskan untuk
sepasang stasiun terdekat harus cukup besar. Secara umum, dimodelkan dengan
memisalkan stasiun pemancar sebagai titik pada sebuah graf G dan dua titik
dihubungkan dengan sisi jika lokasi geografis dari stasiun pemancar tersebut sangat
dekat.

Bilangan radio G didefinisikan sebagai rentang minimum dari pelabelan radio
G dan dilambangkan sebagai 7,(G). Bilangan radio untuk path dan cycle telah
dibahas dalam [10] oleh Liu dan Zhu.

Batas bawah pelabelan radio adalah O untuk semua graf, dianggap disini
pelabelan dimulai dari 0. Sekarang jelas bahwa setiap perubahan batas bawah akan
mempengaruhi optimalitas (bilangan radio) dari label.
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1. HASIL DAN PEMBAHASAN

Definisi 3.1 [5]
Misalkan k adalah bilangan bulat positif dan d(u, v) menotasikan jarak antara titik u
dan v. Radio k-labeling graf G adalah suatu fungsi, f:V(G) - {0,1,2,..},
sedemikian hingga untuk setiap titik u dan v berlaku,
lf) -fWlzk+1-duv)

Definisi 3.2 [7]
Pelabelan Radio graf G adalah suatu fungsi injektif f : V(G) — {0, 1, 2, ...} sehingga
untuk setiap dua titik u dan v berlaku,

If(w) — f(v)| = diam(G) — d(u,v) + 1
Definisi 3.3 [7]
Diketahui graf G = (V(G),E(G)), Pelabelan L (2,1) ( jarak dua pelabelan ) dengan
rentang k adalah sebuah pemetaan f:V(G) = {0,1, ...,k } sedemikian sehingga
kondisi berikut terpenuhi :
D |f@-fon] z2jkadxy) =1
@ f@-ronl z1jikadxy) =2
Definisi 3.4 [7]
Rentang (span) fungsi f dinotasikan sp(f) = max{f(u) — f(v) :u,v € V(G)}.
Rentang minimum dari pelabelan radio pada graf G disebut bilangan radio dan
dinotasikan r,, (G).
Definisi 3.5 [5]
Diberikan himpunan titik pada graf G yaitu V(G) = {xy, x4, ..., X,_1}, dimana
Xo, X1, -, Xn—1 = V(C,) adalah urutan titik pada sikel C, dan berlaku 0 = f(x,) <
f(x) < f(xp) <+ < f(x,_1), Sehingga rentang f adalah f(x,_1).
Definisi 3.6 [10]
Untuk i = 0,1, 2, ...,n — 2, ditetapkan distance gap ( d; ) dan color gap ( f; ) sebagai
berikut,

d; = d(x;, x;41) dan f; = f(xi41) — f(x)
Definisi 3.7 [7]
Sebuah chord dari sikel C, adalah sebuah sisi yang bukan termasuk E (C,), dimana
sisi tersebut mempunyai titik akhir pada sikel C,,.
Teorema 3.8 [7] Misalkan G adalah graf sikel dengan chords. Maka

(k+2)Q2k—1)+1+Y%(d; —d ;) ,n = 0(mod 4)

) 2kk+2)+1+3XM4(d —d ), n = 2 (mod 4)

m (G) = 2k(k + 1)+ Y¥2(d; —d'}) , n = 1 (mod 4)
(k+2)k+1)+Y"3(d; —d;) , n = 3(mod4)

Bukti.



Misalkan C, menunjukkan sikel dengan n titik dan V(C,) = {vy, v, V2, ... Vn_1}
sedemikian sehingga v; adjacent dengan v, ; dan v, _; adjacent dengan vy.
Label yang diberikan menggunakan bantuan dua urutan berikut :
urutan distance gap D = (dy, d, ..-d,,—3)
urutan color gap F = (fo . f1, - fn—2)
Urutan distance gap adalah bilangan bulat positif digunakan untuk menghasilkan
urutan titik dari C, dimana setiap d; <d . Diberikan t: {0,1,..,n—1} -
{0,1,...,n — 1} . Didefinisikan t(0) = 0 dan (i + 1) = 7(i) + d; (mod n), Disini t
adalah permutasi yang memenuhi pelabelan radio. Didefinisikan x; = v;(; untuk

= 0,1,2,.. n—1. Kemudian {xg, x4, ... x,_1} adalah urutan titik dari C, Jarak
antara titik x; dan x;,; adalah d; = d(x;, x;11) . Urutan color gap F digunakan
untuk menetapkan label dari setiap titik pada C,. Misalkan f menjadi label yang
didefinisikan oleh f(xg) = 0 dan untuk i >1, f(x;41) = f(x;) + f;. Sesuai
definisi pelabelan radio berlaku f; >d —d; +1 untuk semua i . Dengan
menambahkan chords dalam sikel C,, sehingga diameter sikel tetap tidak berubah.
Misalkan jarak baru antara x; dan x;,; adalah d’; = d(x;, x;+1), kemudian karena
chords dalam sikel itu jelas bahwa d; > d’;.
Kasusl:n =4k ,diam (G) = 2k.
Permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio
(i +1) =t(i) + d; (mod n)
Dengan d; yaitu urutan distance gap yang didefinisikan sebagai berikut :
d, =2k jika i genap

=k jikai =1 (mod 4)
= k+1 jikai =3 (mod4)

Dan urutan color gap diberikan oleh :
fi=1 jika i genap

= k+1 jikai ganjil
Urutan color gap untuk sikel dengan chords yaitu
fi=fi+td,—-d;),0<i<n-2
Melabelkan sebanyak n titik yaitu xg, xq, x5, ..., Xx,—1 menggunakan permutasi yang
sesuai dengan pelabelan radio adalah sebagai berikut :
t(4i) = 2ik + i (mod n)
t(4i+1) = Qi+ 2)k+ 1 (modn)
t(4i + 2) = (2i + 3)k + i (mod n)
T(4i+ 3) = (2i + 1)k + i (mod n)
Rentang f untuk sikel dengan chords adalah

=f,+f, +f,+ +fn2
—(2k—1)(k+2)+1+2(d

Yang merupakan bilangan radlo untuk sikel dengan chords untuk n = 4k
Kasus2:n=4k+ 2 ,diam (G) =2k + 1.

Permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio

(i +1) = t(i) + d; (mod n)



Dengan d; yaitu urutan distance gap yang didefinisikan sebagai berikut :
d; =2k+1 jikaigenap
= k+1 jikaiganjil

Dan color gap diberikan oleh
fi=1 jika i genap

= k+1 jikai ganjil
Urutan color gap untuk sikel dengan chords yaitu
fi=fi+d,—-d;),0<i<n-2
Melabelkan sebanyak n titik yaitu xg, x1, X3, ..., X,—1 menggunakan permutasi yang
sesuai dengan pelabelan radio adalah sebagai berikut :
7(2i) = (3k + 2)i (mod n)
t(2i+1) = Bk + 2)i + 2k + 1 (mod n)
Rentang f untuk sikel dengan chords adalah

—f A f S, +fn2
—Zk(k+2)+1+2(d

Yang merupakan bllangan radio untuk sikel dengan chords untuk n = 4k + 2
Kasus3:n=4k+1,diam (G) = 2k.

Permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio

(i +1) = t(i) + d; (mod n)

Dengan d; yaitu urutan distance gap yang didefinisikan sebagai berikut :

dy; = dgivp = 2k — 1

dgip1 = dgp3 =k + 141

Dan urutan color gap diberikan oleh

fi=2k—-d;+1

Urutan color gap untuk sikel dengan chords yaitu
fi=fitd,—d;),0<i<n-2

Melabelkan sebanyak n titik yaitu xg, xq, x5, ..., Xx,—1 menggunakan permutasi yang
sesuai dengan pelabelan radio adalah sebagai berikut :

t(2i) = i(3k + 1)(mod n)

t(4i+1) = 2k(i + 1)(mod n)

t(4i + 3) = (2i + 1)k (mod n)

Rentang dari f' untuk sikel dengan chords adalah

=f +f, +f + e f
—Zk(k+1)+Z(d

Yang merupakan bllangan radio untuk sikel dengan sembarang jumlah chords, untuk
n=4k+1

Kasus4:n =4k + 3 ,diam (G) =2k + 1.

Permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio

(i +1) = t(i) + d; (mod n)

Dengan d; yaitu urutan distance gap yang didefinisikan sebagai berikut :



d4i=d4i+2=2k+1—i
d4i+1 = k + 1 + l
d4i+3 = k + 2 + l
Dan urutan color gap diberikan oleh
fi=2k—d;+2 jikai Z 3(mod4)
= 2k —d; +3 lainnya
Urutan color gap untuk sikel dengan chords yaitu
fi=fi+d,—-d;),0<i<n-2
Melabelkan sebanyak n titik yaitu xg, x1, X3, ..., X,—1 menggunakan permutasi yang
sesuai dengan pelabelan radio adalah sebagai berikut :
7(4i) = 2i(k + 1) (mod n)
t(4i+1)=({+1)2k + 1) (modn)
7(4i+2) = (2i = 1)(k + 1) (mod n)
T(4i+3) =i(2k+ 1) + k (mod n)
Ren:[ang ff untuk, sikel deng,an chords adalah
=fot ittt

— (k+2)2k+1) +Z(d

Yang merupakan bllangan radio untuk sikel dengan sembarang jumlah chords, untuk
n =4k +3

Definisi 3.9 [7]

Graf tengah M(G) dari sebuah graf G adalah graf yang himpunan titiknya adalah
V(G) U E(G) dimana dua titik saling adjacent jika hanya jika titik-titik tersebut
adjacent dengan titik yang sama pada V(G) atau salah satu merupakan sebuah titik
pada V(G) dan yang lainnya adalah titik pada E(G) yang adjacent dengan titik
tersebut.

Teorema 3.10 [7] Untuk beberapa sikel C,, ,

2(k+2)2k—1)+n+3 n = 0(mod 4)
4k(k+2)+k+n+3 n = 2(mod 4)
nMEC)) = ak(k+1)+k+n n = 1(mod 4)
(4k+5)(k+1)+n n = 3(mod 4)

Bukti.

Diberikan  titik vy, vy, vy, ... v,—1 menjadi titik-titik dari sikel C, dan
V', V', V', ... V',_1 menjadi titik — titik baru yang disisipkan sesuai dengan sisi dari
C, untuk menghasilkan M(C,). Dalam M(C,) diameter naik 1. Disini d(v;,v;) =
d(v;,v;) untuk n = 0,2(mod n) dan d(u;, ) = d(u;,u’;) untuk n = 1,3(mod n).
Pertama melabelkan titik — titik vy, vq, v, ... v,,_1 kemudian titik — titik baru yang
disisipkan yaitu v’y v'y,v',, ... v',_1, dengan menggunakan dua kali skema
permutasi seperti pada Teorema 3.9 akan diperoleh pelabelan titik yang sesuai dengan
permutasi yang berlaku dalam pelabelan radio.

Kasusl:n =4k



urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik yang asli pada graf
M (C,) diberikan oleh:
d; =2k+1 jikaigenap

= k+1 jikai=1(mod4)

= k+2 jikai=3(mod4)
Dan urutan color gap diberikan oleh :
fi=1 jika i genap

= k+1 jikai ganjil
Diberikan titik v', menjadi titik yang ditambahkan didalam sikel C, sehingga
d(v,,v o) =k+1 dan f=k+1 , dimana v, adalah titik yang asli pada graf
M (C,) yang menjadi titik terakhir yang diberi label.
urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik-titik yang ditambahkan
pada graf M(C,,) diberikan oleh:
d, =2k jika i genap

=k jikai =1 (mod 4)

= k+1 jikai =3 (mod4)
Dan urutan color gap diberikan oleh :
fli=2 jika i genap
k+1 jikai ganjil

= k+1 jikai ganjil
Melabelkan titik — titik yang asli pada graf M(C,) sebanyak n titik yaitu
Xg, X1, X2, ., Xp—1 Oan titik — titik yang ditambahkan sebanyak n titik yaitu
x'y,x'1,x'5, ..., x",_1 menggunakan permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio,
untuki = 0,1,2, ...k — 1 seperti pada teorema sebelumnya.
Jadi rentang f untuk graf sikel tengah adalah

=fotht+htt+fiatk+1+fo+f1+ 2+ -+

=2(2k*+3k—2)+3+n
Kasus2:n =4k + 2
Untuk semua i urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik yang
asli pada graf M(C,,) diberikan oleh:
d; =2k+ 2 jikaigenap

= k+2 jikai ganjil
Dan urutan color gap diberikan oleh :
fi=1 jika i genap

= k+1 jikai ganjil

Diberikan titik v', menjadi titik yang ditambahkan didalam sikel C, sehingga
d(wg, v o) =k+1 dan f =k+2 , dimana v, adalah titik yang asli pada graf
M (C,) yang menjadi titik terakhir yang diberi label.
urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik-titik yang ditambahkan
pada graf M (C,,) diberikan oleh:
d, =2k+1 jikaigenap

= k+1 jikai ganjil
Dan urutan color gap diberikan oleh :



fli=2 jika i genap

= k+2 jikai ganjil
Melabelkan titik — titik yang asli pada graf M(C,) sebanyak n titik yaitu
Xg, X1, X2, .., Xp—1 Oan titik — titik yang ditambahkan sebanyak n titik yaitu
x'y,x'1,x'5, ..., x",_1 menggunakan permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio,
untuki = 0,1,2, ...k — 1 seperti pada teorema sebelumnya.
Jadi rentang f untuk graf sikel tengah adalah
=fotht+tht+thatk+2+fo+f1+fo++fhs
=4k(k+2)+k+3+n
Kasus3:n=4k+1
Untuk semua i urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik yang
asli pada graf M(C,,) diberikan oleh:
d4i=d4i+2=2k+1—i
dgir1 =dgp3 =k +2+1
Dan urutan color gap diberikan oleh :
fi=QRk+1)—d; +1
Diberikan titik v', menjadi titik yang ditambahkan didalam sikel C, sehingga
d(v,,v o) =k+1 dan f=k+1 , dimana v, adalah titik yang asli pada graf
M (C,) yang menjadi titik terakhir yang diberi label.
urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik-titik yang ditambahkan
pada graf M (C,,) diberikan oleh:
dy; = dgivp = 2k — 11
dgip1 =dgp3 =k +1+1
Dan urutan color gap diberikan oleh :
fi=2k—d; +2
Melabelkan titik — titik yang asli pada graf M(C,) sebanyak n titik yaitu
Xg, X1, X2, ., Xp—1 Oan titik — titik yang ditambahkan sebanyak n titik yaitu
x'y,x'1,x'5, ..., x",_1 menggunakan permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio,
untuk i = 0,1,2, ...k — 1 seperti pada teorema sebelumnya.
Jadi rentang f untuk graf sikel tengah adalah
=fothth+tfiotk+t1l+fo+f1+fo2+ -+ o
=4k(k+1)+k+n
Kasus4:n =4k + 3
Untuk semua i urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik yang
asli pada graf M(C,,) diberikan oleh:
d4i:d4i+2:2k+2—i
d4i+1 = k + 2 + i
d4i+3 = k + 3 + l
Dan urutan color gap diberikan oleh :
fi=2k—d; +3
Diberikan titik ©v', menjadi titik yang ditambahkan didalam sikel sehingga
d(we,vy) =k+1 dan f =k+2 , dimana v, adalah titik yang asli pada graf
M (C,) yang menjadi titik terakhir yang diberi label.



urutan distance gap yang digunakan untuk melabelkan titik-titik yang ditambahkan
pada graf M(C,,) diberikan oleh:
d4i=d4i+2=2k+1—i
d4i+1 = k + 1 + l
d4i+3 = k + 2 + l
Dan urutan color gap diberikan oleh :
Melabelkan titik — titik yang asli pada graf M(C,) sebanyak n titik yaitu
Xg, X1, X2, ., Xp—1 Oan titik — titik yang ditambahkan sebanyak n titik yaitu
x'y,x'1,x'5, ..., x",_1 menggunakan permutasi yang sesuai dengan pelabelan radio,
untuki = 0,1,2, ...k — 1 seperti pada teorema sebelumnya.
Jadi rentang f untuk graf sikel tengah adalah
=fothith+tfiotk+t2+fo+f1+f2+ -+ o
=@k+5)(k+1)+n
Aplikasi Pelabelan Radio
Dalam hal ini akan diberikan aplikasi dari Pelabelan Radio. Pelabelan Radio
dapat digunakan untuk menetapkan frekuensi untuk masing — masing kota, yang
merupakan bilangan bulat positif sehingga gangguan dapat dihindari. Tingkat
gangguan berkaitan erat dengan lokasi geografis dari stasiun ,letak stasiun yang lebih
dekat memungkinkan adanya gangguan yang semakin besar. Untuk menghindari
gangguan, pemisahan antara frekuensi yang ditugaskan untuk sepasang stasiun
terdekat harus cukup besar. Secara umum, dimodelkan dengan memisalkan pemancar
sebagai titik pada sebuah graf G.
Contoh 3.9 :
Dibawah ini diberikan daftar stasiun radio di kota Semarang sebagai berikut :
1. Radio TRAX FM 106 MHz JI. Sultan Agung No.63 Semarang ( Titik A)
2. Radio Rasika FM 100,1 MHz JI. Yos Sudarso No.1 Arteri Utara ( Titik B)
3. Radio Trijaya FM 89,8 MHz JI. Setiabudi Semarang ( Titik C)
4. Radio RHEMA FM 88,6 Mhz JI. Permata Hijau BB 36 Pondok Hasanudin
(Titik D)
5. Radio GajahMada FM 102,4 MHz JI. MT Haryono 161 A Semarang
(TitikE)
6. Radio Suara Semarang FM 96,9 MHz JI. Sendangsari Utara IX No. 140-141
Pedurungan Semarang ( Titik F)
7. Radio Sonora FM 89,9 MHz JI. Pemuda No. 138 Semarang ( Titik G)
8. Radio Suara Sakti FM 105,2 MHz JI. Kawi 29 Semarang ( Titik H)
9. Radio Smart FM 93,4 MHz JI. Soekarno Hatta Graha Spirit Arteri Semarang
(Titik 1)
10. Radio RCT FM 101,2 MHz JI. Bukit Ratih 1 Bukitsari Semarang ( Titik J)
Stasiun radio diatas dimisalkan dengan sebuah titik yaitu nomer pertama Radio
TRAX FM menjadi titik A, Radio Rasika FM menjadi titik B dan seterusnya
sehingga dapat digambarkan sebagai sebuah graf seperti berikut :



Gambar 3.39 Representasi stasiun radio di Semarang dalam graf

n = 10 sehingga diam(Cyp) = 5

Syarat Pelabelan Radio yaitu setiap dua titik u dan v berlaku |f(u) — f(v)| =
diam(G) — d(u,v) + 1. Dengan mengambil beberapa titik dari graf C;, diperoleh :

e Titik AdanB
|100,1 —90,2| =25—-4+1
19,9| = 2

e TitikBdanC
|100,1 —89,8| >5—-4+1
[10,3| = 2

e TitikCdanF
96,9 —-89,8| >5—-2+1
17,1| > 4

e TitikGdanH
|105,2—-989|=>5—-3+1
16,3| = 3

e TitikDdan G
989 —88,6]| >5—-1+1
|10,3| = 5

Dari beberapa contoh perhitungan diatas dapat disimpulkan bahwa frekuensi
beberapa radio di Semarang memenuhi Pelabelan Radio yang berlaku dalam Graf.

1.  KESIMPULAN

Bilangan radio pada sikel dengan chords

(k+2)Qk—1)+1+3Y%2(d; —d;) ,n

2k(k+2)+1+Y3d; —dy) ,
2k(k + 1)+ X3 (d; —d'))
(k+2)2k +1) + ¥2(d; —d') ,
Bilangan radio pada graf sikel tengah

2(k +2)2k—1)+n+3,
4k(e+2) +k+n+3,
4k(k +1)+k +n,

(4k +5)(k+1)+mn,

Th (@) =

n(M(C)) =

= 0 (mod 4)
n = 2 (mod 4)
n = 1 (mod 4)
n = 3 (mod 4)
n = 0(mod 4)
n = 2(mod 4)
n = 1(mod 4)
n = 3(mod 4)



Pada graf sikel tengah, pembuktian sebelumnya yang telah dibahas pada [7] dapat
diperbaiki untuk n = 3 (mod 4) sehingga diperoleh :
urutan distance gap yaitu
d4i:d4i+2:2k+2—i
d4i+1 = k + 2 + l
d4i+3 = k + 3 + i
d(v,,v o) =k+1sertaf =k +2
Dan bilangan radio diperbaiki menjadi :
n(M(C)) = (4k+5)(k+1) +n

Aplikasi pelabelan radio pada graf yaitu penetapan frekuensi pada stasiun
radio di sebuah kota, stasiun radio yang memiliki jarak yang dekat harus memiliki
rentang frekuensi yang besar, sedangkan stasiun radio yang memiliki jarak yang
cukup jauh memungkinkan rentang frekuensinya sedikit, di Kota Semarang frekuensi
beberapa radio telah memenuhi pelabelan radio pada graf.
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