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ABSTRAK. Setiap  𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada BCI- Aljabar X dapat dikatakan regular jika hasil derivasinya sama 

dengan nol atau setiap X idealnya merupakan D-invarian. Suatu himpunan 𝐴 dikatakan ideal pada X dengan 𝛼-

ideal jika 𝛼(𝐴) ⊆ 𝐴, hal serupa dengan (𝛽-ideal jika 𝛽(𝐴) ⊆ 𝐴). Selain itu, himpunan 𝐴 dikatakan ideal pada X 

dengan D-invarian jika𝐷(𝐴) ⊆ 𝐴.  𝛼,𝛽 - Derivasi kiri BCI- Aljabar 𝑋 positif semisederhana merupakan hasil 

operasi biner antara endomorfisma dengan derivasinya. Himpunan 𝑋 dikatakan torsi bebas BCI-aljabar jika 
kuadrat derivasinya atau komposisi derivasi pertama dan derivasi kedua sama dengan nol. 

Kata kunci :BCI-aljabar, BCI-aljabar p-semi sederhana,  𝛼,𝛽 -Derivasi kiri,          

D-invarian 

 

 

 

 

I. PENDAHULUAN 

Suatu struktur aljabar atau sistem matematika merupakan himpunan yang tidak 

kosong dengan paling sedikit sebuah relasi ekuivalensi, satu atau lebih operasi biner dengan 

aksioma-aksioma tertentu. 

Misalkan (X,) suatu grup dengan operasi biner ”” dan e unsur identitas dari X. Jika 

pada X dilengkapi operasi biner ”⨀” serta memenuhi aksioma-aksioma tertentu maka akan 

membentuk struktur aljabar baru yang dinamakan K-aljabar. Jika operasi ”⨀” didefinisikan 

oleh x ⨀ y = x 𝑦−1, operasi ”⨀” bersifat tertutup pada X atau operasi ”⨀” merupakan 

operasi biner. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 maka operasi ”⨀” bersifat tertutup pada X atau operasi ”⨀” 

merupakan operasi biner. 

 

II. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Definisi 2.1 [12] 

Suatu himpunan tak kosong 𝑋 dengan operasi biner ∗ dan elemen khusus 0 disebut BCI-

Aljabar jika untuk setiap 𝑥,𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 memenuhi aksioma-aksioma berikut. 

I.   𝑥 ∗ 𝑦 ∗  𝑥 ∗ 𝑧  ∗  𝑧 ∗ 𝑦 = 0 

II.  𝑥 ∗  𝑥 ∗ 𝑦  ∗ 𝑦 = 0 

III. 𝑥 ∗ 𝑥 = 0 

IV. 𝑥 ∗ 𝑦 = 0   dan 𝑦 ∗ 𝑥 = 0  sehingga 𝑥 = 𝑦 
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Definisi 2.2 [10] 

Misal  𝑋 adalah BCI-Aljabar . Self map   𝑑 𝛼 ,𝛽 :𝑋 → 𝑋 disebut    𝜶,𝜷 -Derivasi pada 𝑋 jika 

memenuhi:  

 ∀𝑥,𝑦𝜖𝑋  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 ∗ 𝑦  =  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 ∗ 𝛼(𝑦)  ˄  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑦 ∗ 𝛽(𝑥)  

Definisi 2.3 [1] 

Misal 𝑋 adalah BCI-Aljabar. Self map 𝐷:𝑋 → 𝑋 disebut Derivasi kiri pada 𝑋 jika memenuhi: 

 𝐷 𝑥 ∗ 𝑦  =  𝑥 ∗ 𝐷(𝑦)  ˄  𝑦 ∗ 𝐷(𝑥)  ;   ∀𝑥, 𝑦𝜖𝑋  

Proposisi 2.4 [1] 

Misal 𝐷 adalah derivasi kiri pada BCI-Aljabar 𝑋, dan ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, sehingga didapat 

(1) 𝑥 ∗ 𝐷 𝑥 = 𝑦 ∗ 𝐷(𝑦) 

(2) 𝐷 𝑥 = 𝑎𝐷(𝑥)˄𝑥  

(3) 𝐷 𝑥 = 𝐷(𝑥)˄𝑥 

(4) 𝐷 𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  

Bukti: 

(1) Misal 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 

𝐷 0 = 𝐷 𝑥 ∗ 𝑥  

          =  𝑥 ∗ 𝐷 𝑥  ˄ 𝑥 ∗ 𝐷 𝑥   

          = (𝑥 ∗ 𝐷 𝑥 ) 

dan 

𝐷 0 = 𝐷 𝑦 ∗ 𝑦  

          =  𝑦 ∗ 𝐷 𝑦  ˄ 𝑥 ∗ 𝐷 𝑦   

          = (𝑦 ∗ 𝐷 𝑦 ) 

Sehingga dapat disimpulkan 𝑥 ∗ 𝐷 𝑥 = 𝑦 ∗ 𝐷(𝑦) 

(2),(3),(4) dapat dibuktikan sendiri 

Definisi 2.5 [1] 

Diberikan X  suatu BCI-Aljabar.Dengan Derivasi kiri pada 𝑋, mengartikan suatu self-map D 

terhadap X yang memenuhi: 

 ∀𝑥, 𝑦𝜖𝑋  𝐷 𝑥 ∗ 𝑦  =  𝑥 ∗ 𝐷(𝑦)  ˄  𝑦 ∗ 𝐷(𝑥)  

Untuk semua 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋  

Proposisi 2.6 [11] 

Misal 𝑑 𝛼 ,𝛽 adalah  𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada BCI-Aljabar X, maka 

(1)  ∀𝑥 ∈ 𝑋  𝑥 ∈ 𝐿𝑃(𝑋) → 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 ∈ 𝐿𝑃(𝑋)  



(2)  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋   𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 = 0 + 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥)  

(3)  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋   𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑦 = 𝛼(𝑥) + 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑦)  

(4)  ∀𝑥 ∈ 𝑋  𝑥 ∈ 𝐺(𝑋) → 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 ∈ 𝐺(𝑋)  

Bukti: 

(1) ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃(𝑋) 

𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 ∗  0 ∗ 𝑥   

                  =  𝛼 0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0 ∗ 𝑥)  ˄  𝛽 0 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)  

                  =  0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0 ∗ 𝑥)  ˄  𝛽 0 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)  

            =  𝛽 0 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) ∗   𝛽 0 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) ∗  0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0 ∗ 𝑥)   

                  =  0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0 ∗ 𝑥) ∈ 𝐿𝑃(𝑋) 

(2),(3),(4) dapat dibuktikan sendiri 

Proposisi 2.7 [11] 

Misal 𝑑 𝛼 ,𝛽  adalah  𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada BCI-Aljabar X, maka 

(1)  ∀𝑥 ∈ 𝑋  𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋 → 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 = 𝛼(𝑥) + 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)  

(2)  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋   𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑦 = 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑦 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0   

(3)  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑦 ≤ 𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑦)  

(4) Jika 𝛼 adalah pemetaan identitas pada 𝑋, maka 𝑑 𝛼 ,𝛽 identitas pada 𝐿𝑃 𝑋  jika dan 

hanya jika 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 = 0 

Bukti: 

(1) ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃(𝑋), maka kita mempunyai 

𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 = 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 ∗ 0  

                  =  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)  ˄  𝛽 0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥)  

                  =  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)  ˄  0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥)  

                  =  0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥) ∗   0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥) ∗  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)   

                  =  0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥) ∗   0 ∗  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)  ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥)  

                  =  0 ∗  0 ∗  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0)   

                  =  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) 

                  =  𝛼 𝑥 ∗  0 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽  0   

                  =  𝛼 𝑥 + 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) 



Sejak 𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) ∈ 𝐿𝑃(𝑋) dan 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) ∈ 𝐺(𝑋) 

 

(2) Jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑃(𝑋), maka 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿𝑃(𝑋). Dengan menggunakan (1) diperoleh 

𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑦 = 𝛼 𝑥 + 𝑦 + 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  

                          =  𝛼 𝑥 + 𝛼 𝑦 + 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) 

                          =  𝛼 𝑥 + 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 𝛼 𝑦 + 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 − 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) 

                          =  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑦 − 𝑑 𝛼 ,𝛽 (0) 

 

(3),(4) dapat dibuktikan sendiri 

Proposisi 2.8 [11] 

Misal 𝑑 𝛼 ,𝛽 adalah  𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada BCI-Aljabar X p-semi sederhana, maka  ∀𝑥,𝑦 ∈

𝑋  𝑑 𝛼,𝛽  𝑥 ∗ 𝑦 = 𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑦  . 

Bukti: 

Misal X p-semi sederhana BCI-Aljabar, dan ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, diperoleh 

𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 ∗ 𝑦 =  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑦)  ˄  𝛽 𝑦 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑥)        

=  𝛽(𝑦 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥  ∗   𝛽 𝑦 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥  ∗  𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑦    

                  = 𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽 (𝑦) 

 

Proposisi 2.9 [11] 

Misal 𝑑 𝛼 ,𝛽 adalah  𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada BCI-Aljabar X. Jika 𝑑2
 𝛼 ,𝛽 = 0 pada 𝐿𝑃 𝑋 , 

maka berlaku 

  𝛼   ⃘ 𝑑 𝛼 ,𝛽   𝑥 =
1

2
   𝛼   ⃘ 𝑑 𝛼 ,𝛽   0 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  ;  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  

Bukti :  

Asumsikan 𝑑2
 𝛼 ,𝛽 = 0 pada 𝐿𝑃 𝑋 . Jika 𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  maka 𝑥 + 𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋 , sehingga dengan 

menggunakan proposisi 3.3.1 (1), proposisi 3.3.2 (1) dan (2) diperoleh 

0 = 𝑑2
 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑥  

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑥   

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 𝛼  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑥   

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 𝛼  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0   



   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 𝛼  2𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0   

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 2𝛼  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥  − 𝛼  𝑑 𝛼 ,𝛽  0   

sehingga 

   2𝛼  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥  = 𝛼  𝑑 𝛼,𝛽  0  − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  

     𝛼  𝑑 𝛼,𝛽  𝑥  =
1

2
 𝛼  𝑑 𝛼 ,𝛽  0  − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0   

  𝛼   ⃘ 𝑑 𝛼 ,𝛽   𝑥 =
1

2
   𝛼   ⃘ 𝑑 𝛼 ,𝛽   0 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  ;  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  

 

Proposisi 2.10 [11] 

Misal 𝑑 𝛼 ,𝛽  dan 𝑑′ 𝛼 ,𝛽  adalah dua 𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada BCI-Aljabar X. Jika 

𝑑 𝛼 ,𝛽    ⃘ 𝑑
′
 𝛼 ,𝛽 = 0 pada 𝐿𝑃 𝑋 , maka berlaku 

  𝛼   ⃘ 𝑑′ 𝛼 ,𝛽   𝑥 =
1

2
   𝛼   ⃘ 𝑑′ 𝛼 ,𝛽   0 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  ;  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  

Bukti :  

Misal 𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋 , dan 𝑥 + 𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋 , sehingga 𝑑′ 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋 . Dengan 

menggunakan proposisi 3.3.1 (1), proposisi 3.3.2 (1) dan (2) diperoleh 

0 =  𝑑 𝛼 ,𝛽    ⃘ 𝑑
′
 𝛼 ,𝛽  (𝑥 + 𝑥) 

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑑
′
 𝛼 ,𝛽 (𝑥 + 𝑥)  

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 𝛼 𝑑′
 𝛼 ,𝛽 (𝑥 + 𝑥)  

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 𝑑′
 𝛼 ,𝛽 (𝑥 + 𝑥) 

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 +  𝑑′
 𝛼 ,𝛽  𝑥 + 𝑑′

 𝛼 ,𝛽  𝑥 − 𝑑′
 𝛼 ,𝛽 (0)  

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 𝛼  2𝑑′ 𝛼 ,𝛽  𝑥 − 𝑑′ 𝛼 ,𝛽  0   

   = 𝑑 𝛼 ,𝛽  0 + 2𝛼  𝑑′ 𝛼 ,𝛽  𝑥  − 𝛼  𝑑′ 𝛼 ,𝛽  0   

sehingga 

   2𝛼  𝑑′ 𝛼,𝛽  𝑥  = 𝛼  𝑑′ 𝛼 ,𝛽  0  − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  

     𝛼  𝑑′ 𝛼 ,𝛽  𝑥  =
1

2
 𝛼  𝑑′ 𝛼 ,𝛽  0  − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0   

  𝛼   ⃘ 𝑑′ 𝛼 ,𝛽   𝑥 =
1

2
   𝛼   ⃘ 𝑑′ 𝛼 ,𝛽   0 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  ;  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  

 

 



III. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil pembahasan yang telah diuraikan, 𝑑 𝛼 ,𝛽  adalah  𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada 

BCI-Aljabar X p-semi sederhana, maka  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑥 ∗ 𝑦 = 𝛼 𝑥 ∗ 𝑑 𝛼 ,𝛽  𝑦  . Jika 

𝑑2
 𝛼 ,𝛽 = 0 pada 𝐿𝑃 𝑋 , maka berlaku 

  𝛼   ⃘ 𝑑 𝛼 ,𝛽   𝑥 =
1

2
   𝛼   ⃘ 𝑑 𝛼 ,𝛽   0 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  ;  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  

Misal 𝑑 𝛼 ,𝛽  dan 𝑑′ 𝛼 ,𝛽  adalah dua 𝛼,𝛽 -Derivasi kiri pada BCI-Aljabar X. Jika 

𝑑 𝛼 ,𝛽    ⃘ 𝑑
′
 𝛼 ,𝛽 = 0 pada 𝐿𝑃 𝑋 , maka berlaku 

  𝛼   ⃘ 𝑑′ 𝛼 ,𝛽   𝑥 =
1

2
   𝛼   ⃘ 𝑑′ 𝛼 ,𝛽   0 − 𝑑 𝛼 ,𝛽  0  ;  ∀𝑥 ∈ 𝐿𝑃 𝑋  
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