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ABSTRACT. Optimization is the best decision of the objective functions for produce a
satisfactory solution. Optimization of multi variables unconstraints is to optimize the the objective
functions which contains multi variable function freely without any specific requirements that
restrict its function. Trust-Region methods methods is used to optimize multi variables
unconstraint , Trust-Region methods quadratic approach of optimizing non linear the objective
functions with a certain radius as the limit of the step size according to the quality of the approach.
Newton-Raphson methods is a root search method with the the objective functions approaches a
point, where the objective functions has a derivative. In this final will be talking about Trust-
Region methods will compared with Newton-Raphson methods, and rendered example problem in
which only be solved using Trust-Region methods.
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l. PENDAHULUAN

Setiap manusia dalam kehidupannya selalu melakukan optimasi. Optimasi
merupakan pengambilan keputusan terbaik dari suatu fungsi tujuan dan
menghasilkan solusi yang memuaskan, di mana fungsi tujuan merupakan fungsi
yang memuat suatu masalah secara terperinci. Optimasi berdasarkan fungsinya di
bagi menjadi optimasi fungsi linier dan optimasi fungsi non linier. Pada mata
kuliah program non linier optimasi fungsi nonlinear secara numerik dapat
diselesaikan menggunakan beberapa metode antara lain metode Newton-Raphson,
dan metode Lagrange. Masalah optimasi terbagi menjadi masalah optimasi
dengan kendala maupun optimasi tanpa kendala. Metode-motede yang digunakan
untuk mengoptimalkan fungsi tujuan masing-masing memiliki kelebihan dan

mempunyai konvergensi optimal.
Dalam kalkulus pada optimasi jika terdapat nilai determinan Hessian (turunan
kedua fungsi tujuan) sama dengan nol maka tidak didapatkan keputusan optimasi,

masaalah ini dapat diselesaikan menggunakan metode Trust-Region. Penelitian
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dari Powell [3] membuktikan konvergensi global untuk algoritma Trust-Region.
Basic Trust-Region algoritmh digunakan untuk meminimumkan fungsi multi
variabel tanpa kendala. Hal ini sangat menaik untuk di bahas dalam tugas akhir ini
membandingkan metode Trust-Region dengan metode Newton-Raphson.

1. HASIL DAN PEMBAHASAN

2.1 Metode Newton-Raphson

Metode Newton-Raphson juga di kenal dengan metode Newton. Metode
ini berasal dari nama Isaac Newton dan Joseph Raphson. Gagasan awal metode
Newton-Raphson adalah metode yang digunakan untuk mencari akar dari sebuah
fungsi riil. Metode ini di mulai dengan memperkirakan satu titik awal dan
mendekatinya dengan memperlihatkan gradien pada titik tersebut.

Algoritma metode Newton-Raphson dijelaskan pada Algoritma Newton-
Raphson sebagai berikut,
Algoritma Metode Newton-Raphson
Input:

min

x. e gn f(Xo), dimana f: R" - R, Xy € R" ,dan &> 0
0

Output:

X ege F&)

Langkah-langkah:

[1] diberikan X, € R™, € > 0, k:=0

[2] jika IVF(X)Il < &, berhenti di mana Vf(X,):R" — R"
[3] menyelesaikan V2f (X, )P, = —Vf(X,) di mana P, € R™
[4] ditentukkan bahwa X, .1 = X;, + Py

[5] k := k + 1 kembali ke langkah 2.



2.2 Metode Trust-Region

Trust-Region mengoptimalkan pendekatan kuadratik dari fungsi tujuan
nonlinear dengan radius tertentu sebagai batas ukuran langkah yang sesuai dengan
kualitas pendekatan.

Algoritma metode Trust-Region dijelaskan pada Algoritma Trust-Region
sebagai berikut,

Algoritma Metode Trust-Region

Input:
x;neian F(X,) dengan f:R® > R, Xg ER™, Ay>0,0<u<n<1,dane>0
di mana V2f kontinu.
Output:

x e g F)
Langkah-langkah:
1. Dimisalkan f(X):R™ -» R, f(X+ P) :=R" - R,
Vf(X): R - R™, V2f(X): R" - R™",
m(X):R* > R, m(P):R" >R, X, PER™ Ay, u, n €R diberikan
beberapa inisial dari solusi vektor awal X, = [2] Batas metode Trust-

Region. Ay> 0. Konstanta metode Trust-Region w,n di mana 0 < u <
1 3
n<1. (“:Z dann :Z)'
2. Untuk k =0,1, ...
(i) jika [[VF(X)|| < & maka berhenti
(i) solusi

T m(Py) = f(Xi) + VFXOT P+ 5 PRV F(XiOPy
subject to ||Pyll < Ay
(iii)  menghitung
X)) — f(Xg+ Py)  pengurangannyata
P = m(X,) —m(Py)  prediksi pengurangan




(iv)  jika p, < u maka X,,1 = X (langkah tidak sukses), sebaliknya
jika p, = u maka X1 = X + P (langkah sukses)

(v) memperbarui A,
Pic = 1= Dieyr =5 by

LS P == Dpy1= 4
P 21 = Bpy1= 24y

Kekonvergenan metode Trust-Region terdapat pada Teorema 3.1 [4]
sebagai berikut,
Teorema 2.1 [4]
Diberikan f:R™ - R, dengan V2f kontinu, S = {X: f(X) < f(X,)} terbatas,
danu >0, > 0.
Jika {X,}, {Aw}, {P;} diperoleh dari algoritma metode Trust-Region,

Maka k“m MVFXOI = 0

Dengan f(Xy11) = f(Xy) + Vf(X,) Py + %P;c'vzf(xk)Pk-

Bukti
Bagian barisan {||Vf(X;)|l} konvergen ke nol, ada yang harus di
tentukkan dari indikasi {l;} seperti

IVfell =2 untukk, <k <,
IvF, |l <32 (3.23)

Jika k; <k <l; dan iterasi ke-k merupakan iterasi sukses, kemudian
langkah kedua di atas menunjukkan bahwa

1
fXi) = fKiea) = 51 s €.min {Ak,g} (3.24)
sebelah kiri dari ketidaksamaan di atas menuju ke nol, sehingga
fXi) = fXir1) = &l X1 — Xiell (3.25)

di mana g; = %#6- Karena || X1 — Xxll = 0 untuk langkah tidak sukses, hasil ini

valid untuk k; < k < [;. Di gunakan hasil secara kontinu, dihasilkan
81”in - Xli”
< e ([|Xu, = Xia || + [ Xiir = Xigra || + - + X120 = X )
< (X)) = f(Xigr1) + fXie1) = FKigrz) + o+ (K1) = f(X3)
= f(Xy,) — f(Xy,) (3.26)
Oleh karena bagian sebelah kanan dari hasil di atas menuju ke nol, bagian

sebelah kiri dapat di buat lebih kecil. Karena hasil Vf(X) kontinu pada S, dan S
tertutup dan terbatas, di pilih i cukup luas itu mungkin untuk jaminan bahwa



IVfi, — VAl < e (3.27)
Andaikan € < || V£, || maka

RS ”kai ” = ”(kai - Vfli)+ Vfli ”
1 1 1
<|(Vfi, = VA +|Vf, | s e+ e=2¢e<e (3.28)
Karena || Vfy, || < & pengandaian salah yang benar || V£, || < €
Oleh karena itu kh_r)nooiEIEVf (Xl = 0 terbukti -

2.3 Contoh dan Pembahasan
Contoh 2.2
Perusahaan XY memproduksi tas dan sepatu, misalkan x; = jumlah tas yang

harus di produksi (dalam ribuan) dan x, = jumlah sepatu yang harus di produksi
(dalam ribuan), diketahui fungsi biaya produksi kedua jenis barang tersebut
adalah,

e f&) = (Gxd

Tentukan berapa jumlah masing-masing barang yang harus di produksi agar biaya

+ 8x3 — 48x2) + (4x3 — 36x% + 96x,)

produksi minimum. Penyelesaian secara manual pada lampiran 1.
Permasalahan di atas diselesaikan menggunakan metode Analitik,

metode Trust-Region dan metode Newton-Raphson, dengan u = 0,25, n =
X
0,75, erg = 0,25, eyg = 4075 dan f: R? — R di mana = [x;] .

Table 2.1 Contoh 2.2 Perbandingan metode Trust-Region (di mana pada metode
Trust-Region A, berbeda, dan X, berbeda), dan metode Newton-Raphson di mana
X, berbeda.

Solusi
NO Xo Ay < <
TR NR
1. _[3,0000] | 0,0081 . .\ _ [2,0000] (x, 13)
X0 =5 0000 (*¥1.%2) = [4 0089 2 0000
:[4,0000
2. X = 3,00007 | 0,0035 (x5, x)) = 2,00007 | Tidak dihasilkan
0™ 13,0000 2 13,9904 ilai
3. _[—2,0000 0,0558 s oy _ [73,9999] | Tidak dihasilkan
Xo=| 3,0000] (xl'xz)_[3,9999 -




a. Metode Analitik

Xnél?qz f(X) = Bx{ + 8x7 — 48x{) + (4x3 — 36x5 + 96x;)

(12x3 + 24x%? — 96 x;)
VF(X,) =
fX) (12x% — 72x, + 96)
(36x% + 48x; — 96) 0 ]
VZif(X,) =
fX) 0 (24x, — 72)
. . _[-4,00007 _. 72,0000 "
Titk X' = 4,0000],X = 4,0000] merupakan titik

penyebab minimum dari

ereur}l? » f(X) = (Bxf + 8x3 — 48xF) + (4x3 — 36x% + 96x,) sehingga

dapat disimpulkan bahwa Perusahaan XY harus memproduksi 2000 tas dan

,0000
0000

dihasilkan nilai negatif pada jumlah produk tas sehingga titik tersebut hanya

4000 sepatu agar biaya produksi minimum, karena pada X* = [_44

titik minimum dari fungsi tetapi tidak sebagai jumlah minimum dari produksi
tas dan sepatu.

b. Metode Trust-Region

erem;zz F(X) = Bx* + 8x3 — 48x2) + (4x3 — 36x% + 96x,)
V(X)) = [(12x13 +24x? — 96 x;)

(12x3 — 72x, + 96)

(36x% + 48x; — 96)

0
VEF(Xi) = 0 (24x, — 72)]

2,0000

1. Titik X* = [4 0089

] merupakan titik penyebab minimum dari fungsi,

Xnélr;qZ f(X) = (3x1 + 8x7 — 48x]) + (4x3 — 36x5 + 96x;) dengan titik

3,0000
5,0000

metode Trust-Region, sehingga dapat disimpulkan bahwa Perusahaan XY

awal X, =[ ] dan Ay=0,0081,a =0,1 dengan menggunakan

harus memproduksi 2000 tas dan 4009 sepatu agar biaya produksi minimum.

2,0000

2. Titik X* = 3.9904

] merupakan titik penyebab minimum dari fungsi,



XIEHIIQZ fX) = (3xf + 8x3 — 48x%) + (4x3 — 36x5 + 96x,) dengan titik

3,0000
3,0000

metode Trust-Region, sehingga dapat disimpulkan bahwa Perusahaan XY
harus memproduksi 2000 tas dan 3990 sepatu agar biaya produksi minimum.

-3,9999
3,9999

awal X, = [ ]dan Ay= 0,0035,a = 0,1 dengan menggunakan

. Titik X* = [ ] merupakan titik penyebab minimum dari fungsi,

x & p2 S0 = (3xf +8x7 — 48x) + (4x3 — 36x3 + 96x,) dengan titik
~2,0000

3,0000] dan Ay,= 0,0558,a = 0,1 dengan menggunakan

awal X, = [

: . _[-4,00007 .. . I :
metode Trust-Region, karena pada X* = 40000 ] dihasilkan nilai negatif

pada jumlah produk tas sehingga titik tersebut hanya titik minimum dari
fungsi tetapi tidak sebagai jumlah mnimum dari produksi tas dan sepatu.

c. Metode Newton-Raphson

X“;”}‘?z F(X) = Bxt + 8x3 — 48x2) + (4x3 — 36x% + 96x,)

(12x3 + 24x? — 96 x;)

V(X)) =
fXi) (12x3 — 72x, + 96)
2 _ [(36xf + 48x; — 96) 0 ]
VX 0 (24x, — 72)
1. Titik X* = [i gggg] merupakan titik penyebab minimum dari fungsi,

Xnélr;qZ f(X) = (3x1 + 8x7 — 48x]) + (4x3 — 36x5 + 96x;) dengan titik

3,0000
5,0000

Newton-Raphson, , sehingga dapat disimpulkan bahwa Perusahaan XY harus
memproduksi 2000 tas dan 3990 sepatu agar biaya produksi minimum.

. Tidak dihasilkan titik penyebab minimum dari fungsi,

awal X, = [ ] dan eyp = 40~ dengan menggunakan metode

Xnél?qZ f(X) = (3x1 + 8x7 — 48x]) + (4x3 — 36x5 + 96x;) dengan titik

3,0000
3,0000

Newton-Raphson, penyelesaian secara manual pada lampiran 1.

awal X, = [ ] dan eyp =40 dengan menggunakan metode



3. Tidak dihasilkan titik penyebab minimum dari fungsi,

xnéi?# FX) = 3x? + 8x3 — 48x2) + (4x3 — 36x% + 96x,) dengan titik
_[—2,0000 P
awal X, = [ 3‘0000] dan gyp = 40 dengan menggunakan metode

Newton-Raphson, penyelesaian secara manual pada lampiran 1.

1. KESIMPULAN
Perbandingan metode Newton-Raphson dengan metode Trust-Region

adalah pada metode Newton-Raphson determinan hessian (turunan kedua fungsi
tujuan) tidak sama dengan nol, sedangkan pada metode Trust-Region determinan
hessian tidak dipermasalahkan sehingga pada titik tertentu hanya bisa diselesaikan
menggunakan metode Trust-Region, sedangkan menggunakan metode Newton-
Raphson tidak dihasilkan.

Keunggulan menggunakan metode Trust-Region yaitu dapat mencari titik
penyebab minimum dengan sebarang titik awal yang jauh dari titik penyebab
minimumnya, dan jika determinan Hessian (turunan kedua dari fungsi tujuan)
dihasilkan nol maka titik minimum tetap dapat di cari menggunakan metode
Trust-Region. Jika terdapat dua atau lebih titik penyebab minimum pada fungsi
tujuan menggunakan metode Trust-Region titik penyebab minimum yang
diperoleh merupakan titik terdekat antara titik awal dengan titik penyebab

minimumnya.
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