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ABSTRACT.In this paper is discussed an algebraic structure which is called RG-
algebra. The RG-algebra is a subclass of BCl-algebra and a sub subclass of K-
algebra. Therefore, everyRG-algebra is a BCl-algebra, but conversly is not true.
The RG-algebra andGroup Structure have a relation. Its relation is RG-algebra can
be constructed by acommutativegroup and conversly commutativegroup can be
constructed by a RG-algebra. The RG-algebra is a K-algebra with
commutativegroupas generator group.
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I. PENDAHULUAN

Suatu struktur aljabar merupakan himpunan tidak kosong dengan satu atau
lebih operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Selama ini mungkin
hanya diketahui grup dan ring saja yang merupakan contoh dari struktur aljabar,
ternyata masih banyak sekali struktur aljabar lain salah satunya yaitu RG-aljabar.
Struktur RG-aljabar diperkenalkan pertama kali pada tahun 2014 oleh R. A. K.
Omar [8]. Struktur RG-aljabar mempunyai keterkaitan dengan struktur aljabar lai,
sepertiK-aljabar, BCl-aljabar, BCl-aljabar Medial dan grup.Pembahasan tentang
K-aljabar sudah dikerjakan dalam tugas akhir yang disusun oleh Iswati [6]. BCI-
aljabar dibahas oleh Nony Aprilia [3] dan BCl-aljabar Medial dibahas oleh
Winarsih [10].



Padaartikel ini akan dibahas mengenai konsep RG-aljabar dan sifat-sifat

yang berlaku didalamnya, serta menjelaskan keterkaitan RG-aljabar dan grup.
Il. HASIL DAN PEMBAHASAN

2.1 Struktur Grup, K-aljabar, dan BCl-aljabar
Pada bagian ini diberikan definisi grup,K-aljabar, BCl-aljabar dan BCI-
aljabar Medial sebagai berikut.

Definisi 2.1[4]Misalkan Ghimpunan tidak kosong dengan operasi biner o, maka
(G,°) disebut grup jika memenuhi aksioma-aksioma berikut ini :

(G1) Operasi biner o bersifat asosiatif.

(G2) G mempunyai elemen netral atau identitas e.

(G3) Setiap elemen di G mempunyai invers di G juga.

Definisi2.2 [6]Misalkan (G,o) suatu grup dan pada G didefinisikan operasi *
sedemikian sehingga Vx,y € G, x * y = x o y~1 maka akan membentuk struktur
aljabar (G,o,*,e). Suatu (G,o,x,e) dinamakan K-aljabar, jika G bukan grup

dengan order-2 dan untuk setiap x, y,z € G memenuhi aksioma-aksioma berikut.
(K1) (x*y) * (xxz) = (x*((e*z)*(e*y)))*x

(K2) xx (xxy) = (xx(exy)) *x

K)xxx=e
(Kd) x xe=x
(K5) e xx = x7!

Jika grup (G,°) merupakan grup komutatif, maka aksioma (K1) dan (K2) menjadi
(K1) (xxy) x(xxz) =z*y
(K2) x* (x*xy) =y.



Definisi2.3 [3]Misalkan X merupakan himpunan tidak kosong dengan sebuah
operasi biner xdan0 sebagai elemen khusus. Triple ( X,*, 0) disebut BCl-aljabar
jika untuk setiap x,y,z € X memenuhi aksioma-aksioma berikut ini :

BCI((x * ) (x * 2)) * (z *y) = 0

(BCI2)(x * (x * y)) *y = 0

BCI3)x * x = 0

(BCl4) x xy =0dan y » x = Omaka x = y.

Definisi 2.4 [10]Suatu BCl-aljabar(X,*,0) merupakan BCl-aljabar medial jika

untuksetiapx, y, z, u € Xmemenuhi (x * y) * (z *x u) = (x * z) * (y * u).

Teorema 2.5 [8]Suatu BCl-aljabar (X,*,0) merupakan BCl-aljabar medial jika
dan hanya jika untuk setiap x, y,z € X memenuhi x * y = (x * z) * (y * z).
Bukti.

(=)Diambil sebarang x,y,z,u € X, maka (x * y) * (z*u) = (x *z) * (y * u)
Misalkan z = u, maka

(x*xy)x(z*x2z) = (x*2)*(y*2)

(x*y)*0 = (x*2)*(y*2z)

xxy=(x*2z)*(y*2z)

(&)Diambil sebarang x,y,z,u € X.Misalkan x * y = (x * u) * (y * u), maka
(xxy)x(zxw) =((xxw*(yrw)*(z+w) = (Gxrw) * (zxu) = (y
u) = (x*2) * (y *xu) u

2.2 RG-aljabar dan Sifat-sifatnya
Pada bagian ini dibahas mengenai RG-aljabar dan sifat-sifat yang berlaku

didalammnya. Berikut diberikan definisi dari RG-aljabar.

Definisi2.6 [8]Misalkan X himpunan tidak kosong dengan operasi biner * dan 0
sebagai elemen khusus. Triple (X,*,0) disebut RG-aljabar jika untuk setiap

x,y,z € X memenuhi aksioma-aksioma berikut ini.



(RG1) x x0 = x.
(RG2) x xy = (x * 2) * (y * 2).
(RG3) x*y=0dan y*x =0, makax =y.

Teorema 2.7 [8]Jika (X,*,0) adalah RG-aljabar, maka untuk setiap x,y,z € X

berlaku
M. x*xx=0
(i) (xxy)*xz=(x*2z)*y.

Bukti.
Diketahui (X,*,0) adalah RG-aljabar.

().

(ii).

Diambil sebarang x, y, z € X. Menurut aksioma (RG2), maka
x*xy=(x*2z)*(yx2z)
misalkan x = 0 dan y = 0, maka
0%x0=(0x%z)*(0x*2)
0=(0=x2)*(0x*2z)
misalkan 0 * z = x, maka
0=xx*x

Diambil sebarang x, y, z € X. Berdasarkan aksioma (RG1), berlaku

xxy=(xxy)*0=(x*y)*(z%2) (2.1)
dan berdasarkan (RG2), berlaku

x*xy = (xx*z)*(y*2) (2.2)
dari persamaan (2.1) dan 2.2) diperoleh

(xxy)*(zx2z) = (x*2)*(y*2) (2.3)

dan dengan menggunakan persamaan (2.3), diperoleh

(xxy)rz=(xxy)*(zx0)=(x*2z)*(y*0)=(x*2z)*y. u

Teorema 2.8 [8] Jika (X,*,0) adalah RG-aljabar, maka (X,+,0) adalah BCI-

aljabar.



Bukti.

Diambil sebarang x, y, z € X, sehingga berlaku :

(M) (x*xPx@*2)*@*y)=(G*y)*@*y)*(x*2)=
(x * z) * (x * z). Aksioma (BCI1) terpenuhi.

(). (x * (x * ¥)) * y = (x*y) * (x *y) = 0. Aksioma (BCI2) terpenuhi.

(iii). Berdasarkan Teorema 2.7 (i) yaitu x * x = 0, maka aksioma (BCI3)
terpenuhi.

(iv). Aksioma (BCI4) terpenuhi berdasarkan aksioma (RG3) yaitu jikax * y =
Odan y * x = Omaka x =y.

Keempat aksioma BCl-aljabar telah terpenuhi, maka dapat dikatakan bahwa setiap

RG-aljabar adalah BCl-aljabar.m

Teorema 2.9Suatu aljabar (X,*,0) merupakan RG-aljabar jika dan hanya jika
(X,*,0) adalah BCl-aljabar Medial.
Bukti.
(=) Diambil sebarang x,y, z,u € X.
) x(zxw) = ((cxu)* (xuw))* (zxu) = ((xxu) * (zxu)) * (y *u)
= (x*2) * (y xw).
(<)Diambil sebarang x,y,z € X.
(. x *= 0 = x, maka aksioma (RG1) terpenuhi.
(i) x*xy=((x*y)*0=(x*xy)*x(zx2) = (x*x2) *(y*2)
(iii). Aksioma (RG3) terpenuhi berdasarkan aksioma (BCl4) yaitu jikax * y =

Odan y * x = Omaka x = y.m

Teorema 2.10 [8]Jika (X,*,0) adalah RG-aljabar, maka untuk setiap x,y,z € X
berlaku

(N Ox(y*xx)=xxy

(i) 0x(0xx)=x

(i) x*x(x*xy)=y

(iv) xxy=(z*y)*(z*x)



Bukti.
Misalkan (X,*,0) adalah RG-aljabar.
(). Diambil sebarang x,y € X.
Ox(y*xx)=(xxx)x(yrx)=(@C*y)*(x*xx) =(x*xy)x0=xx*y
(if). Diambil sebarang x,y € X, dari Teorema 2.10 (i), jika y = 0, maka
0x(0*xx)=x*x0=x
(iii). Diambil sebarang x,y € X.
xx(xxy)=(@*0)*x(x*xy)=(x*xx)*x(0xy) =0x(0xy) =y.
(iv). Diambil sebarang x,y,z € X.

X y=0x(@yrx)=(r2)*yrx)=(zxy)*(z*x) m

2.2. Pembentukan RG-aljabar dari Struktur Grup dan Sebaliknya
Pada bagian ini dibahas mengenai pembentukan RG-aljabar dari grup

komutatifdan sebaliknya sebagai berikut.

Teorema 2.11 [8]Misalkan (G,o) adalah suatu grup komutatif. Jika pada G
dilengkapi operasi * yang didefinisikan oleh x * y = x o y~tuntuk setiap x,y €
G, maka (G, e) adalah RG-aljabar dengan e sebagai elemen identitas grup
terhadap operasio.
Bukti.
Misalkan (G,o) adalah suatu grup komutatif, dan G dilengkapi operasi * yang
didefinisikan oleh x *y = x oy~ untuk setiap x,y € G . Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa (G,*, e)adalah RG-aljabar .Diambil sebarang x,y,z € G.
(i) (RGl)x*x0=xo0e! =xoe=x
(i) (RG2) (x*2)*(yx2) =(xoz ) o(yoz )™ =(xoz )o(zoy™)=
(xo(zoy ™ ))oz™ =(xo(y ' oz)oz ! =((xoy )oz)oz ' =
(xey™e(zoz ) =(xeyoe =xoy ' =xxy
(i) (RG) x*y=0=y*xmakax =y
xoy l=e=yox!
Sehingga diperoleh,

x:eox:(yox_l)ox:yo(x_lox):yoe =y ]



Akibat 2.12 [8]Misalkan (Z,,+,) adalah grup komutatif. Jika pada Z,
dilengkapi operasi * yang didefinisikan oleh x *y = x 4+, (—y) untuk setiap
x,y € G, maka (Z,,*, 0) adalah RG-aljabar.

Bukti.

Berdasarkan Teorema 2.11, operasi * merupakan invers dari operasi penjumlahan

bilangan bulat modulo npada grup (Z,, +,)untukn > 2,¥n € N. Oleh karena itu,

setiap (Z,,* 0) merupakan RG-aljabar yang dibentuk dari grup komutatif
(Zn, +n)- u
Selanjutnya akan diberikan keterkaitan antara RG-aljabar dengan K-aljabar
pada teorema berikut.
Selanjutnya diberikan teorema pembentukan grup komutatif dari RG-
aljabar.

Teorema 2.13 [8] Misalkan (X, ,0) adalah RG-aljabar. Jika pada X dilengkapi
dengan operasi o yang didefinisikan oleh xoy = x * (0 *y) untuk setiap
x,y € X, maka (X,o) adalah grup komutatif.
Bukti.
Misalkan (X,*,0) adalah RG-aljabar dan pada X dilengkapi dengan operasi o yang
didefinisikan oleh x oy = x * (0 *x y)untuk setiap x,y € X . Selanjutnya akan
dibuktikan bahwa (X,o) adalah grup komutatif dengan terpenuhinya aksioma-
aksioma grup komutatif berikut ini.
(). Ditunjukkan bahwa operasi o bersifat tertutup. Diambil sebarang x,y € X,
maka berlaku :
xoy = xx*(0=xy) € Xuntuk setiap x,y € X.
Oleh karena x* (0*y) € X maka xoy € X untuk setiap x,y € X .
Terbukti bahwa operasi o bersifat tertutup.
(ii). Ditunjukkan bahwa operasi o bersifat assosiatif. Diambil sebarang x,y,z €

X, maka berlaku



xo(yez)=xo(y*(0xz))=2xx(0x(y*(0xz)=xx*((0%0)+

(y*(0%2)) =x*((0*y)* (0% (0%2) =x*((0%y) x2) = (x*0) *
((Oxy)xz)=(x*(0*y)*(0*z) =(x*x(0*y))ez=(xeoy)eoz

(iii). Ditunjukkan bahwa X mempunyai elemen identitas yaitu 0 .Diambil
sebarang x € X, maka Oex =0x*(0*x)=xdan xoc0=xx*(0*0) =
x*0=x.

(iv). Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk setiap elemen di X mempunyai
invers di X. Diklaim (0 * x) sebagai elemen invers di X, maka x o (0 * x) =
0.

(v). Ditunjukkan bahwa operasi o bersifat komutatif. Diambil sebarang x,y € X,
maka xoy=xx*(0%y) = (0*(0*x))*(0*y) = (0*(0*y))*(0*
X)=y*(0*x) =youx. [

Teorema 2.14Misalkan (G,°) adalah grup pembangun RG-aljabar (G,*, e), maka
(G,o,*,e) merupakan K-aljabar dengan operasi * didefinisikan sebagai x * y =
x oy~ untuk setiap x, y € G.

Bukti.

Diambil sebarang x, y, z € G, maka diperoleh

@ exP)*x(xx2)=oy Dx(xoz ) =(oy Do(xoz )" =
(xoy™ e () ex™) = ey o (zox) = (xoy e o
2)=(xo(@on)oy = ((xox o) oy =(eor)oyl=2z0
y~1 = z % y. Aksioma (K1°) terpenuhi.

(i) x*(xxy) =xx(xoy ) =xo(xoy D) l=xo((y N ox™) =xo
ex™) =(@oxox =yo(x' o) =yoe=y.Aksioma (K2")
terpenuhi.

(iii). Aksioma (K3) terpenuhi berdasarkan Teorema 3.2 (i) yaitu x * x = e,
maka aksioma (K3) terpenuhi.

(iv). Aksioma (K4) terpenuhi berdasarkan aksioma (RG1) yaitu x * e = x .

(V). exx =eox ! =x"1oe=x"1 Aksioma (K5) terpenuhi. m



1. KESIMPULAN

Dari pembahasan yang telah diuraikan dapat disimpulkan bahwa RG-
aljabar merupakan subkelas dari BCl-aljabar. Setiap RG-aljabar adalah BCI-
aljabar, tetapi mungkin tidak berlaku sebaliknya. RG-aljabar juga berkaitan
dengan BCl-aljabar Medial karena setiap RG-aljabar merupakan BCI-aljabar
Medial, demikian pula untuk sebaliknya.

Keterkaitan antara RG-aljabar dan Struktur Grup diperoleh dari
pembentukannya. Suatu RG-aljabar dapat dibentuk dari suatu grup komutatif.
Demikian pula untuk sebaliknya, RG-aljabar merupakan suatu K-aljabar dengan

grup komutatif sebagai pembangunnya.
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