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ABSTRAK. 

Setiap K-aljabar hiper dapat dipandang sebagai BCK-aljabar dimana peran operasi biner pada 

BCK-aljabar diambil alih oleh operasi hiper yang berlaku pada K-aljabar hiper. Operasi hiper 

merupakan pemetaaan dari himpunan ke keluarga himpunan sehingga operasi hiper yang berlaku 

pada K-aljabar merupakan generalisasi dari operasi biner yang berlaku pada BCK-aljabar. Dalam 

Tugas Akhir ini, akan dijelaskan Definition-Definition dan teorema-teorema dalam K-aljabar 

hiper, K-aljabar hiper implikatif, K-aljabar hiper implikatif kuat dan K-aljabar hiper implikatif 

lemah serta hubungan antara ketiganya. 

Kata kunci : K-aljabar hiper, K-ideal hiper, K-aljabar hiper implikatif lemah, K-aljabar hiper 

implikatif kuat.  

 

 

I. PENDAHULUAN 

 Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tidak kosong dengan satu operasi 

biner atau lebih dan paling sedikit mempunyai sebuah relasi ekuivalensi serta 

memenuhi aksioma-aksioma yang berlaku di dalamnya. Salah satu struktur aljabar 

tersebut adalah K-aljabar hiper. 

 Teori struktur aljabar hiper pertama kali diperkenalkan F. Marty pada tahun 

1934 pada saat diselenggarakan Kongres Matematikawan Skandinavia kedelapan. 

Pada tahun 2000, R. A. Borzooei, A. Hasankhani, M. M. Zahedi dan Y. B. Jun 

memperkenalkan bentuk struktur aljabar ini, yang disebut dengan K-aljabar hiper. 

Selanjutnya pada tahun 2005, M. M. Zahedi dan A. B. Saeid, memperkenalkan 

bentuk-bentuk khusus struktur aljabar, yang dikenal dengan K-aljabar hiper 
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implikatif. Kemudian pada tahun 2008, M. M. Zahedi memperkenalkan dan 

mengkaji konsep K-aljabar hiper sederhana dan sifat pentingnya. 

 Setiap K-aljabar dibangun pada grup dengan hasil operasi biner pada         

K-aljabar merupakan unsur. Sedangkan hasil operasi hiper pada K-aljabar hiper 

merupakan himpunan. K-aljabar hiper merupakan generalisasi dari BCK-aljabar. 

Dalam tugas akhir ini akan lebih dibahas mengenai K-aljabar hiper. 

1.1 Himpunan 

Definition 1.1 [1] Himpunan A disebut himpunan bagian (subset) dari B, jika x ∈ 

A maka x ∈ B yang ditulis A ⊆ B. 

Definition 1.2 [9] Gabungan himpunan A dan B adalah himpunan yang anggota-

anggotanya terdiri dari semua elemen-elemen yang termasuk dalam A atau B 

atau keduanya, yang dinotasikan sebagai A ∪ B. 

Contoh 1.2 

Misalkan A = {1,2,3,4,5} dan B = {5,6,7} maka A ∪ B = {1,2,3,4,5,6,7} 

1.2 Relasi 

Definition 1.3 [6] Misalkan A dan B adalah himpunan tidak kosong. Hasil kali 

Kartesius antara himpunan A dan B adalah himpunan semua pasangan terurut (a, 

b) dimana a ∈ A dan b ∈ B. Secara matematis dituliskan A× B = 

 (𝑎, 𝑏) 𝑎 ∈ 𝐴 𝑑𝑎𝑛 𝑏 ∈ 𝐵 . 

Contoh 1.3 

Diberikan A = {1, 2, 3, 4} dan B = {a, b, c}, maka 

A × B = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c), (3, a), (3, b), (3, c), (4,a), (4,b), 

(4,c)}. 

B × B = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)}. 

A × A = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), 

(4,1), (4,2), (4,2), (4,3), (4,4)}. 

Definition 1.4 [5] Suatu relasi antara himpunan A dan B adalah himpunan 

bagian tidak kosong R dari A × B, dengan (a, b) ∈ R yang dibaca “a direlasikan 

ke b” dan dapat dituliskan sebagai aRb. 
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Definition 1.5 [5] Misalkan A suatu himpunan tidak kosong dan R suatu relasi 

pada himpunan A. Relasi R merupakan suatu relasi terurut parsial jika untuk 

setiap a, b, c ∈ A berlaku 

1) R bersifat refleksif, yaitu jika a ∈ A maka aRa. 

2) R bersifat antisimetris, yaitu jika aRb dan bRa maka a = b. 

3) R bersifat transitif, yaitu jika aRb dan bRc maka aRc. 

Definition 1.6 [6] Misalkan A dan B himpunan tidak kosong. Pemetaan f  dari A 

ke B adalah himpunan bagian A × B dimana untuk setiap a ∈ A terdapat tepat 

satu unsur b ∈ B sedemikian sehingga (a, b) ∈ f. Jika f adalah pemetaan dari A ke 

B, dan (a, b) ∈ f maka dapat dituliskan b = f (a) dan b adalah bayangan dari a 

atau peta dari a.  

1.3 BCK-Aljabar 

Definition 1.7 [3] Misalkan X himpunan tidak kosong dengan sebuah operasi 

biner ∘ dan 0 sebagai elemen khusus. Tripel terurut (X, ∘, 0) disebut BCK-aljabar 

jika untuk setiap        x, y, z ∈ X memenuhi aksioma-aksioma di bawah ini. 

1. (BCK1) ((x ∘ y) ∘ (x ∘ z)) ∘ (z ∘ y) = 0, 

2. (BCK2) (x ∘ (x ∘ y)) ∘ y = 0, 

3. (BCK3) x ∘ x = 0, 

4. (BCK4) jika x ∘ y = 0 dan y ∘ x = 0 maka x = y, 

5. (BCK5) 0 ∘ x = 0. 

Tabel 1.2 PenDefinitionan operasi biner “∘” pada X 

∘ 0 1 2 

0 0 0 0 

1 1 0 1 

2 2 2 0 

 

Definition 1.8 [3] Misalkan (X, ∘, 0) suatu BCK-aljabar. Didefinisikan relasi “≤” 

yaitu x ≤ y asalkan x ∘ y = 0, untuk setiap x, y ∈ X. 
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Definition 1.7’ [3] Misalkan X suatu himpunan tidak kosong dengan sebuah 

operasi biner “∘” dan     0 sebagai elemen khusus. Tripel terurut (X, ∘, 0) disebut 

BCK-aljabar jika untuk setiap x, y, z ∈ X memenuhi aksioma-aksioma berikut. 

(BCK1’) (x ∘ y) ∘ (x ∘ z) ≤ z ∘ y, 

(BCK2’) x ∘ (x ∘ y) ≤ y, 

(BCK3’) x ≤ x, 

(BCK4’) x ≤ y dan y ≤ x maka x = y, 

(BCK5’) 0 ≤ x. 

 

 

II. HASIL DAN PEMBAHASAN 

2.1 K-Aljabar Hiper 

Definition 2.1 [12] K-aljabar hiper merupakan struktur aljabar hiper, dimana 

tripel terurut (H, ∗, 0) merupakan himpunan tidak kosong H dengan operasi hiper 

“∗”. Operasi hiper “∗” pada H merupakan sebuah pemetaan dari H × H ke 

P*(H) dimana P*(H) = P(H)∖{∅}. 

Definition 2.2 [12] Misalkan H merupakan himpunan tidak kosong dan “∗” 

operasi hiper pada H. Tripel terurut (H, ∗, 0) disebut K-aljabar hiper dan 0 

adalah elemen khusus dari H jika untuk setiap x, y, z ∈ H memenuhi aksioma-

aksioma berikut. 

(H1) (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) < x ∗ y, 

(H2) (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y, 

(H3) x < x, 

(H4) x < y dan y < x maka x = y, 

(H5) 0 < x. 

Untuk setiap x, y, z ∈ H. 

Pada Definition 2.2, relasi “<” yang didefinisikan pada H diberikan oleh x < y 

didefinisikan sebagai 0 ∈ x ∗ y. 

Selanjutnya, untuk setiap dua himpunan tidak kosong A dan B ke H, jika             

A, B ⊆ H, artinya notasi A < B diDefinitionkan untuk setiap a ∈ A terdapat b ∈ B 
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sedemikian sehingga a < b dan notasi  A ∗ B adalah himpunan bagian dari H yang 

dinotasikan         

    A ∗ B =  𝑎 ∗ 𝑏𝑎∈𝐴,b∈B  

Tabel 2.1 Pendefinisian operasi hiper “∗” pada H 

 

  

 

 

 

 

Teorema 2.3 [12] Misalkan (H, ∗, 0) suatu K-aljabar hiper. Untuk setiap x, y, z ∈ 

H berlaku 

(a) x ∗ y < z ⟺ x ∗ z < y, 

(b) (x ∗ z) ∗ (x ∗ y) < y ∗ z, 

(c) x ∗ (x ∗ y) < y, 

(d) x ∗ y < x, 

(e) A ⊆ B ⟹ A < B, 

(f) x ∈ x ∗ 0, 

(g) (A ∗ C) ∗ (A ∗ B) < B ∗ C, 

(h) (A ∗ C) ∗ (B ∗ C) < A ∗ B, 

(i) A ∗ B < C ⟺ A ∗ C < B. 

Bukti. 

Misalkan tripel terurut (H, ∗, 0) merupakan suatu K-aljabar hiper, diambil 

sebarang x, y, z ∈ H, maka 

(a) (⟹) Diketahui x ∗ y < z. Akan ditunjukkan x ∗ z < y. 

 Misalkan x, y, z ∈ H sedemikian hingga x ∗ y < z, maka terdapat t ∈ x ∗ y dan 

t < z. Hal ini berarti 0 ∈ t ∗ z ⊆ (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y. Dengan demikian 

terdapat w ∈ x ∗ z sehingga 0 ∈ w ∗ y, yaitu w < y atau x ∗ z < y. 

(⟸) Diketahui x ∗ z < y. Akan dibuktikan bahwa x ∗ y < z. 

Misalkan x, y, z ∈ H sedemikian hingga x ∗ z < y, maka terdapat t ∈ x ∗ z dan  

∗ 0 1 2 3 

0 {0} {0} {0} {0} 

1 {1} {0,1,2} {0,1,2} {0,1,2} 

2 {2} {2} {0} {2} 

3 {2,3} {1,2} {0,2,3} {0,1,2} 



 

24 

 

t < y. Hal ini berarti 0 ∈ t ∗ y ⊆ (x ∗ z) ∗ y = (x ∗ y) ∗ z. Dengan demikian 

terdapat w ∈ x ∗ y sehingga 0 ∈ w ∗ z, yaitu w < z atau x ∗ y < z. 

Sehingga terbukti bahwa x ∗ y < z ⟺ x ∗ z < y. 

Teorema 2.4 [8] Jika (H, ∗, 0) suatu K-aljabar hiper maka untuk setiap x, y ∈ H 

dan himpunan bagian tidak kosong A dan B dari H memenuhi hal-hal berikut: 

(a) A ∗ A < A, 

(b) 0 ∈ x ∗ (x ∗ 0), 

(c) x < x ∗ 0, 

(d) A < A ∗ 0, 

(e) A < A ∗ B, jika 0 ∈ B. 

Bukti. 

(a) Akan dibuktikan A ∗ A < A. 

 Diambil sebarang t ∈ A ∗ A, maka terdapat x, y ∈ A sehingga t = x ∗ y. 

 Karena x ∗ y < x atau t < x, maka A ∗ A < A. Jadi, terbukti bahwa A ∗ A < A. 

(b) Akan dibuktikan bahwa 0 ∈ x ∗ (x ∗ 0). 

 Dari Teorema 2.3 (d), dengan mengambil y = 0, maka x ∗ 0 < x, maka hal ini 

memberikan 0 ∈ x ∗ (x ∗ 0).  

(c) Akan dibuktikan x < x ∗ 0. 

 Dari Teorema 2.4 (b) dan dengan mengaitkan definisi “<”, maka teorema ini 

terbukti. 

(d) Akan ditunjukkan bahwa A < A ∗ 0. 

 Misalkan x ∈ A, maka dari hasil pada pembuktian Teorema 2.4 (c) diperoleh 

x < x ∗ 0, dengan x ∗ 0 ∈ A ∗ 0, maka diperoleh A < A ∗ 0.  ∎ 

Definition 2.5 [12] Misalkan H adalah K-aljabar hiper. Elemen a ∈ H disebut 

skalar kiri jika |a ∗ x| = 1 dan disebut skalar kanan jika |x ∗ a| = 1, untuk semua x 

∈ H. Jika a ∈ H merupakan skalar kiri sekaligus skalar kanan maka disebut 

elemen skalar. 
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Contoh 2.1 

Dari K-aljabar hiper (H, ∗, 0) pada Tabel 2.1. Misalkan, diambil a = 0 dan a = 2 

maka |a ∗ x| = 1 ⟹ |0 ∗ 1| = 1 dan |a ∗ x| = 1 ⟹ |2 ∗ 0| = 1. Sehingga a merupakan 

skalar kiri. 

Definition 2.6 [12] Setiap K-aljabar hiper H dikatakan memenuhi kondisi 

transitif jika untuk semua  x, y, z ∈ H, x < y,  y < z maka x < z 

Definition 2.7 [12] Sebuah K-aljabar hiper H disebut K-aljabar hiper implikatif 

positif, jika memenuhi (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z untuk semua x, y, z ∈ H. 

Diberikan definisi dari K-aljabar hiper yang memenuhi kondisi sederhana 

sebagai berikut. 

Definition 2.8 [10] Misalkan (H, ∗, 0) suatu K-aljabar hiper. Himpunan H 

dikatakan sederhana jika untuk setiap dua unsur berlainan, a, b ∈ H ∖{0} berlaku 

a ≮ b dan b ≮ a. 

Contoh 2.2 

 

 

 

 

 

Tripel terurut (H, ∗, 0) merupakan K-aljabar hiper sederhana , karena  1 ∗ 2 = {1} 

dan 2 ∗ 1 = {2}, yaitu 1 ≮ 2 dan 2 ≮ 1. 

Kemudian diberikan definisi dari K-aljabar hiper yang memenuhi kondisi normal 

sebagai berikut. 

Definition 2.9 [10] Misalkan (H, ∗, 0) suatu K-aljabar hiper. Himpunan H 

dikatakan normal jika untuk setiap dua unsur berlainan, a, b ∈ H ∖{0} berlaku a 

< b atau b < a. 

Contoh 2.3 

 

 

 

∗ 0 1 2 

0 {0} {0} {0} 

1 {1} {0,1} {1} 

2 {2} {2} {0,2} 

∗ 0 1 2 

0 {0,1} {0,1} {0,1} 

1 {1,2} {0,2} {0,2} 

2 {2} {1,2} {0,1,2} 
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Tripel terurut (H, ∗, 0) merupakan K-aljabar hiper normal, karena 1 ∗ 2 = {0,2} 

sehingga 1 < 2. 

2.2 K-aljabar hiper Implikatif 

 Berkaitan dengan urutan hiper “∗” yang didefinisikan pada K-aljabar hiper 

dan syarat keimplikatifan, terdapat tiga bentuk khusus dari K-aljabar hiper 

implikatif ini, yaitu K-aljabar hiper implikatif lemah, K-aljabar hiper implikatif 

dan K-aljabar hiper implikatif kuat. 

Akan diberikan definisi untuk memperjelas tentang K-aljabar hiper implikatif 

sebagai berikut. 

Definition 2.10 [12] Misalkan H adalah K-aljabar hiper, maka H dikatakan 

(a) Implikatif lemah jika x < x ∗ (y ∗ x) untuk semua x, y ∈ H, 

(b) Implikatif jika x ∈ x ∗ (y ∗ x) untuk semua x, y ∈ H, 

(c) Implikatif kuat jika x ∗ 0 ⊆ x ∗ (y ∗ x) untuk semua x, y ∈ H. 

Akan diberikan teorema-teorema dari hubungan bentuk-bentuk khusus K-aljabar 

sebagai berikut. 

Teorema 2.11 [12] Misalkan (H, ∗, 0) suatu K-aljabar hiper, maka berlaku 

(a) Setiap K-aljabar hiper implikatif adalah K-aljabar hiper implikatif lemah, 

(b) Setiap K-aljabar hiper implikatif kuat adalah K-aljabar hiper implikatif. 

Bukti. 

(a) Diketahui H adalah K-aljabar hiper implikatif, yaitu x ∈ x ∗ (y ∗ x). 

Akan ditunjukkan bahwa H adalah K-aljabar hiper implikatif lemah,            

x < x ∗ (y ∗ x). 

x ∈ x ∗ (y ∗ x) 

0 ∈ x ∗ x ⊆  x ∗ (x ∗ (y ∗ x)) 

0 ∈ x ∗ (x ∗ (y ∗ x)) 

x < x ∗ (y ∗ x). 

Jadi, terbukti bahwa setiap K-aljabar hiper implikatif adalah K aljabar hioer 

implikatif lemah. 

(b) Diketahui H adalah K-aljabar hiper implikatif kuat, yaitu x ∗ 0 ⊆ x ∗ (y ∗ x). 

 Akan ditunjukkan bahwa K-aljabar hiper implikatif. 

 Dari Teorema 2.3 (f), yaitu x ∈ x ∗ 0, maka diperoleh 
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 x ∈ x ∗ 0 ⊆ x ∗ (y ∗ x) sehingga x ∈ x ∗ (y ∗ x). 

 Jadi, terbukti bahwa setiap K-aljabar hiper implikatif kuat adalah K-aljabar 

hiper implikatif. 

Teorema 2.12 [12] Misalkan (H, ∗, 0) suatu K-aljabar hiper dan 0 merupakan 

skalar kanan pada H, maka H implikatif jika dan hanya jika H implikatif kuat. 

Teorema 2.13 [12] Misalkan (H,  ∗, 0) suatu K-aljabar hiper, maka H implikatif 

lemah jika dan hanya jika x ∗ 0 < x ∗ (y ∗ x) untuk semua x , y ∈ H. 

Teorema 2.14 [12] Misalkan (H, ∗ , 0) suatu K-aljabar hiper yang memenuhi 

kondisi sederhana maka H implikatif lemah jika dan hanya jika H implikatif. 

Bukti. 

(⇒) Misalkan (H, ∗, 0) adalah K-aljabar hiper implikatif lemah, akan 

diperlihatkan bahwa untuk setiap x , y ∈ H berlaku x ∈ x ∗ (y ∗ x). Akan ditinjau 

dua kasus, yaitu untuk x = 0 dan x ≠ 0. 

Untuk x = 0, berlaku 0 ∈ 0 ∗ (y ∗ 0), untuk setiap y ∈ H. Sedangkan untuk x ≠ 0, 

dipenuhinya sifat sederhana oleh struktur aljabar hiper yang bersangkutan. 

Andaikan x ∉ x ∗ (y ∗ x). Karena H implikatif lemah maka untuk setiap x, y ∈ H 

berlaku x < x ∗ (y ∗ x) , yaitu terdapat z ∈ x ∗ (y ∗ x) sehingga x < z. Karena x ≠ 0, 

maka z ≠ 0 dan z ≠ x. 

Dengan demikian karena H sederhana maka x < z (dan z < x), bertentangan 

dengan x < z. Jadi harus x ∈ x ∗ (y ∗ x). Selanjutnya karena setiap x, y ∈ H berlaku 

x ∈ x ∗ (y ∗ x), maka terbukti bahwa H bersifat implikatif. 

(⇐) Berdasarkan Teorema 2.11 (a). 

Jadi, terbukti bahwa H implikatif lemah jika dan hanya jika H implikatif. ∎ 

 

 

III. KESIMPULAN 

Dari pembahasan yang telah diuraikan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan 

beberapa hal sebagai berikut. 

1. K-aljabar hiper implikatif memiliki bentuk-bentuk khusus, yaitu K-aljabar 

hiper implikatif lemah, K-aljabar hiper implikatif dan K-aljabar hiper 

implikatif kuat. 
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2. Dan dari bentuk-bentuk khusus dalam K-aljabar hiper tersebut memiliki 

hubungan diantara ketiganya, yaitu 

 (a) Setiap K-aljabar hiper implikatif adalah K-aljabar hiper implikatif 

lemah, 

 (b) Setiap K-aljabar hiper impikatif kuat adalah K-aljabar hiper implikatif. 
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