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ABSTRAK

Diberikan sebuah graf G = (V, E). Pelabelan e-cordial adalah pemetaan biner f: E — {0,1} yang
menginduksi pelabelan titik yang didefinisikan dengan f* =}, f(uv)(mod 2); sehingga
memenuhi |e;(0) —e;(1)| <1 dan |v-(0) — v (1)| <1 . Syarat perlu untuk sebuah graf G,
untuk memenuhi sebuah pelabelan e-cordial adalah n # 2(mod 4). Sedangkan Graf K,, adalah e-
cordial untuk semua n # 2(mod 4) dan graf W, adalah e-cordial jika dan hanya jika n %
1(mod 4). Graf G merupakan graf hasil cartesian product untuk beberapa graf yang dioperasikan
dengan graf path Ppyaitu K,, X P, dan P, X P, adalah e-cordial untuk n genap serta W, x P, dan
K, , x P, adalah E-cordial untuk n ganjil.

Kata kunci : Pelabelan E-cordial, cartesian product

Pendahuluan

Pelabelan E-Cordial adalah sebuah pelabelan biner pada sisi yang menginduksi
pelabelan pada titik dalam sebuah graf, dimana pelabelan E-cordial merupakan
perluasan materi dari pelabelan Cordial yang dikenalkan oleh Cahit (1987) dan
bersama Yilmaz memperkenalkan pelabelan E-cordial (1997).

Dasar Teori

Permasalahan dibatasi mengenai pelabelan e-cordial dengan graf sederhana,
berhingga, terhubung dan tak berarah. Dan beberapa definisi sebagai berikut.
Definisi 2.1

Sebuah Pemetaan f : V(G) — {0,1}dari graf G disebut pemetaan titik biner dari G
dan f(v) adalah pelabelan pada titik v dimana fungsi pemetaan tersebut
menginduksi pelabelan pada sisi e = uvyang dinyatakan dengan fr:
E(G) — {0,1} dan memenuhi rumus pelabelan sisi f*le=uv) =
|f(w) — f(v)], sehingga didapatkan v (i) menyatakan banyaknya titik yang
dilabelkan dengan i dan e; (i) menyatakan banyaknya sisi yang dilabelkan dengan
i dimana i berbobot 0 dan 1.

Definisi 2.2

Sebuah pelabelan titik biner dari graf G disebut pelabelan cordial jika |vf(0) —
vp(1)| <1 dan [e(0) —e(1)] <1 terpenuhi dan sebuah graf G disebut graf
cordial jika kondisi diatas terpenuhi.

Definisi 2.3

Hasilkali
kartesianantarahimpunanAdanhimpunanB,ditulisAxBadalahsemuapasanganterurut

(a,b) untukacAdanbeB.
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3. Pelabelan E-cordial

3.1 Pelabelan e-cordial pada Graf
Definisi 3.1.1
Misalkan f adalah sebuah pelabelan sisi biner dari graf G=(V,E) yang memenuhi
f:E(G)- {0,1} dan menginduksi pelabelan pada titik yang didefinisikan sebagai
f*() = Yuwer fuv)(mod 2), dimana v € V dan (uv) € E.
Fungsi f disebut fungsi pemetaan E-Cordial dari G jika memenuhi kondisi
sebagai berikut:

1) lef(0) —e (D] <1

2) [y () -y (D) = 1;
Dimana ef(0), e (1)berturut-turut menyatakan banyaknya sisi yang berlabel 0
dan 1, v;(0), vp(1) berturut-turut menyatakan banyaknya titik yang berlabel
dengan 0 dan 1.

Lemma 3.1.2

Jika dalam sebuah pelabelan f dari beberapa graf memenuhi|ef(0) - ef(1)| <1,
maka vy (1) = 0(mod 2).

Bukti

Diberikan sebuah pelabelan f, jika dalam pelabelan sisi dari sebuah graf G
diberikan label 1, maka label sisi tersebut akan menginduksi dua titik yang insiden
terhadap garis tersebut. Titik yang dilabelkan dengan 1, akan selalu berjumlah
genap jika pada pelabelan sisinya memenubhi |ef 0) — ef(1)| <1 tanpa
memperhatikan banyak titik yang dilabelkan dengan 0. Sehingga banyaknya titik
yang dilabelkan dengan 1 adalah v, (1) = 0(mod 2). [
Contoh

v, 1 Vy v, 0 A
Vv, (1) =2 =0(mod 2) Vv, (1) =4 =0(mod 2) V¢ (1) =4 =0(mod 2)

Gambar 1

Teorema 3.1.3

Syarat cukup dari pelabelan e-cordial, diberikan Graf G dengan V(G)=n. Jika
n % 2(mod 4), maka Graf G memenuhi pelabelan e-cordial.

Bukti

Diberikan sebuah graf G yang memiliki titik sebanyak n = 2(mod 4). Untuk
memenuhi sebuah pelabelan e-cordial dibutuhkan titik yang memiliki pelabelan
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dengan pelabelan yang sama yaitu vy(0) = vs(1) = % Didapatkan v;(0) =
vp(1) = % = 1(mod 2), sehingga kontradiksi dengan Lemma 3.1.2. Jadi Graf G
memenuhi Pelabelan e-cordial jika n # 2(mod 4). |

n=0(mod4) n=1(mod4) n=2(mod4) n=3(mod4)
Gambar 2

Akibat 3.1.4

Jika G adalah sebuah graf dengan n = 1(mod 4) dan f adalah sebuah pelabelan
e-cordial dari G maka v;(0) = v;(1) + 1

Bukti

Diberikan sebuah graf G dengan titik sebanyak n = 1(mod 4). Untuk memenuhi
pelabelan e-cordial, v;(0) dan v, () haruslah memenuhi |vf(0) — vf(1)| <

1 dan menurut Lemma 3.1.2 banyaknya titik yang diberi label 1 adalah v;(1) =

0(mod 2). Agar memenuhi syarat tersebut, dimisalkan bahwa titik n=a+b,
dimana a adalah jumlah titik yang berlabel 1 dan harus mempunyai banyak

pelabelan genap sehingga nilai a =%= 0(mod 2) dan b adalah titik yang

n—1 2n n+1 n+1 .
berlabel 0 sebanyak b=n—a=n-— (T) = - % = % sehingga
didapatkan nilai b = "TH = "T_l + 1 = a + 1. Dari penjabaran tersebut didapatkan
vr(0) = v¢(1) + 1 di manav, (1) = a dan v;(0) = b. ]

Akibat 3.1.5

Jika G adalah sebuah graf dengan titik sebanyak n = 3(mod 4), dan f adalah
sebuah pelabelan e-cordial dari G maka v, (1) = v4(0) + 1

Bukti

Diberikan sebuah graf G dengan titik sebanyak n = 3(mod 4).. Untuk memubhi
pelabelan e-cordial, v¢(0) dan v (1) harus memenuhi |vf(0) - vf(1)| < ldan
menurut Lemma 3.1.2 nilai titik yang berlabel 1 adalah v¢(1) = 0(mod 2). Agar
memenuhi syarat tersebut, dimisalkan bahwa titik n=a+b, dimana a adalah

jumlah titik yang berlabel 1 dan harus mempunyai banyak pelabelan genap
n+

sehingga nilai a = 71 = 0(mod 2) dan b adalah titik yang berlabel 0 bernilai

—m—g=n— (M2 _n-1_n-1 i i ilai p =L —
b=n—-a=n ( - )— , = sehingga didapatkan nilai b = =
% —1=a—1. Dari penjabaran tersebut didapatkan v;(1) —1 = v;(0) atau
vr(1) = v£(0) + 1 di mana v¢(1) = a dan v¢(0) = b. ]
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3.2 Pelabelan E-cordial pada graf komplit K,, dan graf Roda W,,

Teorema 3.2.1[7]

Graf komplit K,, adalah E-Cordial untuk semua n # 2(mod 4)

Bukti

Dari Teorema 3.1.3 terbukti bahwa untuk memenuhi pelabelan E-cordial dari graf
G adalah n # 2(mod 4) dimana n adalah banyaknya titik dari G. Pada teorema
3.2.1 akan dibuktikan dengan induksi matematika dengan menambahkan sebuah
titik v,,.,yang adjacent terhadap semua titik pada graf K, yang menghasilkan
sebuah graf komplit K, ,;, bahwa ketika sebuah graf komplit K,,,; mempunyai
titik sebanyak n + 1 = 2(mod 4), tidak memenuhi pelabelan E-cordial yang
disajikan pada tabel 1.

Untuk kasus Titik K,, Sisi K,, Titik K, 1 Sisi K, 41

n =3(mod4) ViD=V, (0)+1] e;(0)=e;@)+1 Vi D =v;(0) e (D) =e: (0

n =0(mod4) Vs (1) =V; (0) € (1) =€ (0) Vs (1) =V; (O) +1] & (1) =€ (O)

n =1(mod4) Vi@ =vi@®+1| e D=e(0 ViD=v;(0)+2 e;(D=e;(0)+1
n=2(mod4) | v. () =v,(0)+2 e;D)=e,(0)+1 | v,Q)=v,(0)+1| e; (D) =e,(0)+1
Teorema 3.2.2[7]

Graf Roda W, adalah e-cordial jika dan hanya jika n # 1(mod 4)

Bukti

Diketahui W, e-cordial. Akan dibuktikan dengan kontraposisi, graf W,
merupakan graf yang e-cordial ketika n # 1(mod 4). Diberikan graf rodal,
dengan n = 1(mod 4). Dari definisi graf rodal,, graf tersebut memiliki titik
sebanyak n + 1. Yang berakibat ketika n = 1(mod 4) , banyaknya titik pada graf
roda W, adalah n + 1 = 2(mod 4) dan dari Teorema 3.1.3, graf roda I, bukan
merupakan pelabelan e-cordial.

e

Akan dibuktikan graf roda W,E-Cordial jika n = 0(mod 4),n=
2(mod 4), n=3(mod4), kecuali untuk n=1(mod4). Diberikan
V1, Uy, ... Uy, Upy1 Sebagai titik penyusun dari graf W, , dimana n+ 1 adalah
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banyaknya titik yang ada pada graf W, dimana e, e,, ... e, Sebagai sisi penyusun
dari sisi sikel ke titik pusat graf W, dan ey 5, e, 3, ... e, 1 Sisi luar sikel dari graf C,,,
dimana C,, cW,,.
Didefinisikan pemetaan dari titik pada sisi sikel ke titik pusat dari graf roda W,
sebagai berikut

n+1

1jikal<i<
f(ei)= _

0 jika

<i<n

dan didefinisikan pemetaan sisi dari titik sikel dari graf roda W], sebagai berikut

1 jikai = 0(mod 2

flewisn) = {o j]ikai = 1((mod 2))
Dari definisi tersebut akan dibuktikan bahwa graf roda I#,, memenuhi pelabelan e-
cordial melalui 4 kasus sebagai berikut.
Jika n = 0 (mod 4) maka didapatkan v, (0) = v;(1) + 1,
Jika n = 2 (mod 4) maka didapatkan v (1) = v;(0) + 1,
Jika n = 3 (mod 4) maka didapatkan v, (1) = v;(0).
Sehingga, W, adalah e-cordial jika n # 1(mod 4). ]

3.3 Pelabelan e-cordial pada Graf Hasil Cartesian Product

Teorema 3.3.1
Graf Cartesian ProductK,, x P, adalah E-cordial untuk n bilangan genap.
Bukti

Misalkan G adalah sebuah graf hasil cartesian product dari K, X P,
dimana V(G) = {v;|i = 1,2,..,ndan j=1,2} adalah titikk dari graf G.
Pemetaan sisi pada graf K,, X P, untuk 1 < i, k < n didefinisikan sebagai berikut

f(Wuve) =0
fivee) =1
_ (1, i = 0(mod2)
f(vuvi) = { 0; yanglain

Selanjutnya akan dibuktikan pelabelan titik pada graf cartesian productK, x P,
memenuhi rumus f*(v) = X, ex f (uv) (mod 2).

Sesuai definisi untuk pelabelan sisi, diperoleh perhitungan untuk pelabelan
titik graf K,, pertama sebagai berikut,

[ i) = fvavip) + Z f(iuve) |(mod2) k=12,..,n
iZk
k=1
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Analog dengan graf K, pertama, pelabelan titik graf K kedua sebagai berikut

f (i) =| fvav) + Z fWiavg2) |(mod2) k=12,..,n
i#k
k=1
Kondisi sisi dan titik Graf Cartesian ProductK,, x P,yang e-cordial disajikan
pada tabel 2.

Kondisi titik Kondisi sisi

2
n v (0 =v (1) =n v (0) = v(1) = n?

Ilustrasi 3.3.2

Gambar 3

Teorema 3.3.3
Graf Cartesian Product W, x P, adalah E-Cordial untuk n bilangan ganjil
Bukti

Misalkan G adalah sebuah graf hasil cartesian product dari W, x P,
dimana V(G) = {v;|i = 1,2,...,m,n + 1dan j = 1,2} adalah titik dari graf G.
Pemetaan sisi pada graf W, x P, untuk 1 <1i,k <n+ 1 didefinisikan sebagai
berikut

fWive) =0
fipvi) =1
_ (1, i = 0(mod2)
fiv) = { 0; yang lain

Selanjutnya akan dibuktikan pelabelan titik pada graf cartesian productiW, x P,
memenuhi rumus f*(v) = X, ex f (uv) (mod 2).

Sesuai definisi untuk pelabelan sisi, diperoleh perhitungan untuk pelabelan
titik graf W, pertama sebagai berikut,
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| < | k=1,2,..n(mod n)
fr(wi) = | (f(wivi2) + Z fwivi) + f(vilvpl) | (mod 2) k+0
\ i =0
k=i—1

Analog dengan graf W, pertama, pelabelan titik graf I}, kedua sebagai berikut

|/ < \| k=1,2,..n(mod n)
f ) = | (firviz) + z fWiviz) + f(vizvpz) | (mod 2) k#0
\ B e=0=n
k=i—1

Untuk titik pusat
£ (W) = (f(vprys) + Z Fv00) (mod 2) k=12, ..,n
k=1
F(v2) = (f(pry5) + Z F(Wy002)) (mod 2) k=12, ..,n
k=1

Kondisi sisi dan titik Graf Cartesian Product W, x P,yang e-cordial disajikan
pada tabel 3

Kondisi titik Kondisi sisi

S5n+1
2

n vr(0) =v(1)=n+1 v (0) = v (1) =

lllaustrasi 3.3.4

Gambar 4

144



Teorema 3.3.5
Graf Cartesian ProductL,, = B, X P, (dikenal sebagai graf tangga) adalah E-
Cordial untuk n bilangan genap.
Bukti

Misalkan G adalah sebuah graf hasil cartesian product dari P, X P,
dimana V(G) = {v;|i = 1,2,..,ndan j=1,2} adalah titikk dari graf G.
Pemetaan sisi pada graf B, X P, untuk 1 < i,k < n didefinisikan sebagai berikut

f(ive) =0
fipve) =1
_(1; i = 0(mod2)
finvp) = { 0; yang lain

Selanjutnya akan dibuktikan pelabelan titik pada graf cartesian productP, X P,
memenuhi rumus f*(v) = X, ex f (uv) (mod 2).

Sesuai definisi untuk pelabelan sisi, diperoleh perhitungan untuk pelabelan
titik graf B, pertama sebagai berikut,

i) = (fFwavy) + 5 f(ave)(mod 2) k=i-1,i+1
k=i—1

Analog dengan graf B, pertama, pelabelan titik P, kedua sebagai berikut

f (i) = (fF(vav) + X% fWivin)(mod 2) k=i—-1,i+1
k=i—1

Kondisi sisi dan titik Graf Cartesian ProductP, x P,yang e-cordial disajikan pada
tabel 4.

Kondisi titik Kondisi sisi
3n—2
n vr(0) =v,(1) =n v(0) = v(1) = 5
lustrasi 3.3.6

V11 V21 V31 V41 V51 V61

0 (1) (0) (1) (0) 1

0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1

Gambar 5
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Teorema 3.3.7
Graf Cartesian ProductB, = K; , X P, (dikenal sebagai graf buku) adalah E-
Cordial untuk n bilangan ganjil.
Bukti
Misalkan G adalah sebuah graf hasil cartesian product dari K, X P,

dimana V(G) = {v;li =12,..,n+1dan j= 1,2} adalah titik dari graf G.
Pemetaan sisi pada graf K;,, X P, untuk 1 < i,k <n+ 1 didefinisikan sebagali
berikut

fwiuve) =0

fwipvee) =1

_(1; i =0(mod2)
finvp) = { 0; yang lain

Selanjutnya akan dibuktikan pelabelan titik pada graf cartesian productk;,, X P,
memenuhi rumus f*(v) = X, ex f (uv) (mod 2).

Sesuai definisi untuk pelabelan sisi, diperoleh perhitungan untuk pelabelan
titik graf K, ,, pertama sebagai berikut,

f i) = (f(vivip) + f(vilvpl))(m()d 2) p=n+1l

Analog dengan graf K, pertama, pelabelan titik K; ,, kedua sebagai berikut
f i) = (f(vvip) + f(viZUPZ))(mOd 2) p=n+1

Sedangkan untuk titik pusat v,
Untuk titik pusat pertama

f*(vpl) = (f(vplva) + 2]r'l=1 f(vplvjl))(mOd 2) ] =12,.n
Untuk titik pusat pertama
f*(va) = (f(vplva) + 2]r'l=1 f(vp2vj2))(m0d 2) ] = 1'2’ -

Kondisi sisi dan titik Graf Cartesian Productk; , x P,yang e-cordial disajikan
pada tabel 5

Kondisi titik Kondisi sisi

3n+1
2

n v (0) =v(1) =n v(0) = v (1) =
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Ilustrasi 3.3.8

Gambar 6

4. Kesimpulan
Sebuah graf merupakan graf e-cordial bila memenuhi syarat pelabelan pada sisi
|ef(0) — ef(l)l < 1, pelabelan titik terinduksi dari pelabelan sisi dan diperoleh
|vf(0) - vf(1)| < 1, dan memiliki titik sebanyak n#2 (mod 4).Graf Komplit
K, merupakan e-cordial bila n#2 (mod 4) dan graf Roda W, merupakan e-
cordial bila n#1 (mod4).Graf  hasil operasi cartesian product yang
dioperasikan dengan graf path P, merupakan e-cordial bila memiliki jumlah titik

n = 0(mod 2) pada graf penyusun utamanya.
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