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Generalized inverse is an extension of the concept of inverse matrix. One type of generalized
inverse of a matrix of size (m x n) with elements of the complex number is the Moore Penrose
inverse is denoted by A*. Moore Penrose inverse is the inverse of the matrix which must satisfy
the four equations called Penrose equations. Generalized Inverse whereas only satisfy some (not
all) of the four Penrose equations are divided into classes based on the number of equations that
can be met Penrose, {1}-inverse, {1,2}-inverse, {1,2.3}-inverse, dan {1,2,4}-inverse.
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1. PENDAHULUAN

Konsepdarisuatumatrikssangatberg
unadalammenyelesaikanbeberapapermasal
ahanpadailmumatematika.Penyelesaianper
masalahanmatematikadalambentukmatriks
dapatdiselesaikandenganmenggunakan
invers matriks.

Padatahun 1920
seorangcendikiawan yang
bernamaE.H.Mooremendiskripsikansalahs
atujenis invers matriks yang

dikenaldengannamaGeneralisasi
Invers.Generalisasilnvers
merupakanperluasandarikonsep invers
matriks.Kemudianpadatahun 1955
seorangcendikiawan yang bernama Roger
Penrose
berhasilmendiskripsikanempatpersamaan
yang
harusdipenuhiuntukmenenetukanGeneralis
asilnvers.
Persamaantersebutdikenalsebagaipersamaa
n Penrose, danGeneralisasilnvers yang
memenuhikeempatpersamaan Penrose
dikenaldengannama Invers Moore-
Penrose. SedangkanGeneralisasilnvers
yang hanyamemenuhibeberapa
(tidaksemua) persamaan Penrose
tetapdinamakansebagaiGeneralisasilnvers.
Untukmemudahkanpenyebutan,
makaGeneralisasilnvers
dibagikedalamkelas-kelastertentu.

Pembagiankelas-
kelasinididasarkanpadabanyaknyapersama
an Penrose yang dapatdipenuhiyaitu {1}-
invers, {1,2}-invers, {1,2,3}-invers, dan
{1,2,4}-invers..

2. PERSAMAAN PENROSE

Empatpersamaanyang
dikenalsebagaipersamaan Penrose yang
menjadidasaradanyaGeneralisasi Invers
suatumatriksadalah.

1. AXA=A
2. XAX =X
3. (AX)" = AX
4. (XA)*=XA

dimanad € C,,,,, X€GC,y, danA*
menotasikantransposkonjugatdariA.

Teorema 2.1[5] Jika A € C,,«, matriks
nonsingular, maka invers biasa dari
matriks tersebut merupakan invers Moore
Penrose, dengan kata lain invers biasa
sama dengan invers Moore Penrose.

Bukti:DiberikanA € C,, ., merupakan
matriks nonsingular yang berukuran n x
ndengan k =n , makaterdapatX = A™1
sedemikian sehingga A™14 = 447! = 1,.
SelanjutnyaakanditunjukanbahwaX = A~!
memenuhi persamaan Penrose.

1. AXA=AA"TA=AI,=A

2. XAX =ATMAA T = A ' =4"1=X
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3. (AX)' =AY =) =1, =AX
4, (XA ' =(AA =) =1, =XA

karenamemenuhiempatpersamaan
Penrose, makaX = A~! merupakan invers
Moore Penrose dari matriks nonsingular
A. [ |
Contoh: DiberikanmatriksA =
i 2 —=i
1 —i i ]nonsingular, maka invers
0 3 2 o
Moore  Penrosenyasamaseperti  invers
biasayaituX = A1 =

3—i 1-3i -1+
| 2 2 2
|—1—3i —3+i ﬂ

Le——————

5 5 5
3+9i 9-3i —1-3i
10 10 10

Definisi2.2[5] MisalkanA € C,,«,, dan

matriks X € C,xm

a. MatriksX disebut {1}-invers jika
memenuhi persamaan Penrose (1) dan
selanjutnya  dinotasikan  dengan
X € A{1}atau AD,

b. MatriksX disebut {1,2}-invers jika
memenuhi persamaan Penrose (1) dan
(2) yang selanjutnya dinotasikan
dengan X € A{1,2}atau A1),

c. MatriksX disebut {1,2,3}-invers jika
memenuhi persamaan Penrose (1),(2)
dan (3) yang selanjutnya dinotasikan
dengan X € A{1,2,3} atau A(+23),

d. MatriksX disebut {1,2,4}-invers jika
memenuhi persamaan Penrose (1),(2)
dan (4) yang selanjutnya dinotasikan
dengan X € A{1,2,4} atau A2,

e. MatriksX disebut invers Moore
Penrose jika memenuhi persamaan
Penrose (1),(2),(3) dan (4) yang
selanjutnyadinotasikandenganX €
A{1,2,3,4} atau AL234),

Theorema  2.4[5JikaA € C,,«, dan
A{1,2,3,4} tidak kosong, maka invers
Moore Penrose A{1,2,3,4} adalah
tunggal.

Bukti: MisalkanX,Y € A{1,2,3,4} ,maka
akan dibuktikan X =Y sehingga diperoleh

X = XAX = X(AX) = X(AX)*
= X(AYAX)* = X((AY)(AX))
= X(AX)*(AY)* = XAXAY
= X(AXA)Y = XAY
= (XA)Y = (XAYA)Y
= (XA)(YA)Y = (XA)*(YA)'Y
= ((YA)(XA))'Y = (YAXA)'Y
= (YA)'Y =YAY =Y
KarenaX =Y, maka invers yang
memenuhi empat persamaan Penrose
adalahtunggal. [ |

KEBERADAAN {1}-INVERS

Teorema 3.1[5] MisalkanR =
[ Ir K ] merupakan
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) p

matriks partisi yang berukuran m X n dan
mempunyai rank = rdimana K €
Crx(n—r), Mmaka {1} —invers dari
R € C,,x, dapat dibentuk dari matriks

I 0 (m—
partisi S = [0 ’ TX(Lm r)] yang
(n—-r)xr
berukuran nxm dengan L€
(C(n—r)x(m—r)-

Bukti: Diambilsebarangs € C,,,, dimana
S merupakan matriks partisi yang
didefinisikan dengan
[ Ir Orx(m—r)
5= 1o L
(n—r)xr
Cin—ryx@m-ry, dan matriks R € Cpxn

]untuksetiapL €

yang diberikan oleh

R = [ Ir K ] dengan
- O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) g

K € Cr><(n—r)'

Akan dibuktikanbahwamatriksS

merupakan {1} — inversdari R, dengan
kata lain memenuhi persamaan (1) yaitu
RSR =

[ I, K H L Orx(m—r)]

O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) O(n—r)xr L
e Oinrincn)
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

I,
= =R |
[O(m—r) Xr O(m—r)x (n—r)]
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Contoh: DiberikanmatriksR =

1 0 0 5
0 1 0 3
0 0 1 1| maka {1} —invers dari
0 0 0 O
0 0 0 O

matriks Radalah S =

S O O
o o - O
o= OO
Q O OO
WD O O O

SemuamatriksA € C,,«,  dengan
rank = r dapat disederhanakan kedalam
bentuk  Hermit  Normal EAP =

I K
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) .
langkah-langkah penyederhanaannya
adalah:

Adapun

a. Langkahpertamaadalahmenggabungk
anmatriksA € C,,x, dengan matriks
I,, yang diberi namaT),.

Ty = [All,]

b. OperasikanmatriksT, = [A|l,, ]
dengan menggunakan operasi baris
elementer  sedemikian  sehingga
menjadi bentuk eselon baris tereduksi.
Selanjutnya namakan matriks
T, = [A|l,,] yang sudah dalam bentuk
eselon baris tereduksi dengan ET,.
ET, = [EA | E]dimana E =
EyEy_q - E>E;.

c. SetelahdiperolehEdan EA, langkah
selanjutnya yaitu mencari matriks P
yang diperoleh melalui penukaran
kolom-kolom pada I,, agar dihasilkan
bentuk Hermit Normal EAP =

I, K _
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)]. Jika pada
EA entri 1 yang merupakan satu-
satunya entri bukan nol dari setiap
kolom adalah (ea);; , maka kolom ke-
i pada P diperoleh dari pertukaran
kolom ke-j pada I,,.

Contoh: Diberikanmatriks4 =
0 20 i 0 442 1

0O 0 0 -3 -6 -3 - 3i],

0 2 1 1 4-—4i 1

makabentuk hermit

NormalnyaadalahEAP =
1 . 1,
1 0 O E 1-—2i - El
01 00 2 1+il
0 0 0 O 0 0
Teorema 3.2[5] MisalkanA €

Cnxndengan rank =r, E € C,,x,, dan
P € C,,x,, merupakan matriks nonsingular
sedemikian sehingga

EAP = [ Iy K ]
B O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
dimanak € C, (-

maka{1} — invers dari A dapat dibentuk
dari matriks partisi berikut ini
A(l) _ P[ Ir Orx(m—r)] E
O(n—r)><r L

dengan L € Cy—ryx(m—r)-
Bukti: DiambilP dan E yang keduanya
merupakan matriks nonsingular maka
terdapat P~! € C,,, sedemikian sehingga
Plp=pPPt=1, dan E'€Cphunm
sedemikian sehingga E~'E = EE™1 = I,,,.

EAP = [ Ir K ]
- O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
A=E—1[ Ir K ]P—l
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
A®merupakan {1}-invers dari A
AADA
I K

= E_1 [ r ]P—l

O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

p [ Ir Orx(m—r)] E
O(n—r)xr L

I K
E—l [ r ] P—l
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

-1 Iy K |-
B O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
=A [ ]
Contoh: Diberikanmatriks4 =

0o 0 0 -3 -6 -—-3-3i
0 2 1 1 4-4 1

0 2t i 0 4+2i 1]
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maka {1} invers dari A adalah A =

i —(Z (Z
3
—%i 0 0
. 1
g 3B B
o -L of
3
. 1
v v v
is s &
- 3 A

Akibat 3.3[5] Padakasustrivial k =0 |,
karena A adalah matriks nol dengan
ukuran mxn , maka setiap matriks
dengan ukuran nxm adalah {1} —
invers dari matriks A.

Bukti
AA(I)A _ [ Orxr Orx(n—r) ]
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
[Cl Cz] [ Orxr Orx(n—r) ]
C3 C4 O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
=[ Orxr Orx(n—r) ]=A.
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

Teorema  3.4[5] MisalkanA € C,,«,
dengan rank=r, E € C,,x,, dan P € C,,x,
dengan E dan Pmerupakanmatriks
nonsingular sedemikiansehingga
A=
I

E! [ "

O(m—r)xr O(m—r)x(n -r)
A(l) _ P[ Ir Orx(m r)]E

(n—r)xr L

merupakan {1} —invers dari A, maka

rank AV =r + rank L dan
r < rank A < min{m,n}.

]P ldan

Bukti: DiambilA®) = PSEdengan
S = L. Orx(m—r)].

O(n—r)xr
MatriksP ~ berukuran nXxn  yang

nonsingular sehingga  rank P = n,
matriks S berukuran n X m sedemikian

sehingga rank S =r+rank L <
minifh, m} , dan matriks E berukuran
mxm yang
nonsingularsehinggarank E = m.

rank AD

< minifrank P,rank S,rank E}
< mini{h, rank S, m}
KarenaP dan E matriks nonsingular dan
rank S < minifn, m},maka
rank AV =rank S =r + rank L
KarenalL € Cg,—ryxm—r) Sembarang dan
rank tidak mungkin negatif, maka
r < rank A < min{m,n}. n

Lemma 3.5[5] MisalkanA € C,,,dengan
rank =r, A€C, dan AT merupakan

. : (At (2 #0)

invers dari 2 denganA® = {0 (1=0)
, maka

a. (A" € 41}

b. JikaA adalah

nonsingular,makad® = A~

c. ATAMW e (14){1}

d. rank AD >rank A

e. JikaS dan T adalah nonsingular,
maka T1AMS~1 € SAT{1}

f. JikadA®  dan AMA  adalah
idempoten dan matriks nonsingular,
maka AA® dan AMA mempunyai
rank yang sama seperti A .

! tunggal

Bukti

a. Diambil{1} = {X| AXA = A} , maka
A {1} = {X*|A*X*A* = A"} .

= (AD4) A
= (4AW4)" = 4°

b. KarenaA matriks nonsingular, maka
untuk  X,Y € A{1} Dberlaku XA =
AX = Idan = AY =1 . Kemudian akan
ditunjukan bahwa X =Y
X =XI1=X(AY) = XAY = (XA)Y =
1Y=Y

c. KarenauntuksetiapskalarA®

didefinisikan ~ dengan At =
{/1—1 (1 #0)

0 (1=0)
Akan dibuktikanjikaX = ATAM

,makaATA® € (14){1}
(A ATADY(24) = 214 2TAD A4
=14AMA=14
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d. DiambilA® € A{1}, maka A{1}=
(X|AXA = A}.
KarenamatriksA ~ berukuran  m X
ndengan kA=r , dan matriks

Ir Orx(m—r)] E

(n—r)xr L
dengan rank AV =r +rank L, dan
rank L tidak mungkin negatif maka
diperoleh

rank AV =r 4+ rank L
>r=rank A

e. DiambilS dan T vyang merupakan
matriks nonsingular, maka terdapat
Sl ecr*™  sedemikian  sehingga
ST1s=8s"'=1, dan T~!ecmrxm
sedemikian sehingga T~ T =TT =
I,.

AW = p

(SAT)(TTADS1)(SAT)
= SA (TT " HAD (SIS AT
=SAL, AV AT
= 5(AADA)T

= SAT

f. Akan  dibuktikanjikadA®W  adalah
idempoten dan matriks nonsingular,
maka rank AA® = rank A
DiambilAA® adalah idempoten, maka
memenuhi

AAD 440 = (AA(l) A)A(l) = AAD
danrank AA® < rank A
karenadAMA = A, maka
rank AAVA

< min{rank AAD rank A}
< rank AA®W
KemudiankarenadA® merupakan
matriks nonsingular, maka
rank AAW A = rank A.Diperoleh
rank AAVA < rank AA® < rank A
rank A < rank AAD < rank Am

Lemma 3.6MisalkanA € C,,«x,
merupakan matriks yang mempunyai
rank = r ,maka

a. AVA=1, or=n
b. AAD = | or=m
Bukti

a. rankA=r dan rank AVA =
rank I, =n,
=
rank A = rdanrank AV =r +
rank L ,maka diperoleh
rank AV A
< min{rank AD, rank A}
<r=rank A

KarenaAWA = A, maka rank A <
rank AV A , dan diperoleh

rank AVA < rank A < rank AV A

ns<r<n
=
Karenar = n dan
1l
A=E‘1[ " ]P‘l an
O(m—n)xn yang

berukuran mxn  dan AD =
P[l, Onx@m-n)]E yang berukuran
nxm dengan E € C,,«,,dan
P € C, «, ,maka diperoleh

A4

I
= P[In Onx(m—n)]EE_l [0 " ]P_l
(m—n)xn

=1, m

Contoh:

1 i =2 -—i

20 1 0 —1] dengan ukuran 3 X
0 —-i -1 0

4dannk A = 3, maka AV A = ;.

Diberikanmatriks4 =

4. KEBERADAAN {1,2}-INVERS

Lemma 4.1[5] JikaY,Z € A{1} dan
X =YAZ ,maka X € A{1,2}.

Bukti:DiambilY, Z € A{1} sehingga
memenuhi AYA = Adan AZA = A.
Diketahui X =YAZ, maka akan

ditunjukan bahwa X memenuhi persamaan

Penrose (1) dan (2) yaitu

1. AXA = A(YAZ)A = (AYA)ZA =
AZA=A

2. XAX = (YAZ)A(YAZ) =
Y(AZA)YAZ = YAYAZ = Y(AYA)Z =
YAZ =X |
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Contoh: DiberikanmatriksA =
0 2i i 0 4+42i 1

o 0 0 -3 -6 -3- 3i],

0 2 1 1 4-—4i 1

maka {1,2}-invers dari A adalah X =

-0 0 0
“Li 0 o
2
0 0 0
o L of
3
0 0 0
0 0 O

Teorema 4.2[5] DiberikanmatriksA €
C,,xn, dengan rank =rdan X € A{1},
X € A{1,2} jika dan hanya jika rank X =
rank A.

Bukti:Diambil4 € C,,«,, dengan rank =
r dan X € A{1} sehingga memenuhi
AXA=A

=
KarenaX € A{1}, maka
AXA = A dan berlaku

memenuhi

rank A < minifrank A,rank X,rank A)
rank A < rank X

DiambilX € A{1,2} yang  memenuhi
AXA = Adan XAX = X, sehingga
diperoleh

rank X < min(rank X,rank A,rank X)
rank X < rank A
Dari persamaandiatas, makadiperoleh
rank A < rank X < rank A

&=
DiberikanmatriksA € C,,«,, dengan
rank = r dengan
A=
L.

E‘l[ ]P ldan
O(m—r)xr O(m —r)xX(n—r)

X € A{1} yang memenuhi AXA = A.
Karena rankA=rank X =r, maka
untuk X € A{1} berlaku X =

Orx(m—r)]

P[O(n—r)xr L E
akan ditunjukan bahwa X merupakan

Selanjutnya

{1,2}-invers dari matriks A, dengan kata
lain X juga memenuhi persamaan Penrose

).

0
XAX = P[
O(n

rx(m-r)
L ]E

K ] _1
P
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

[ Orx(m—r)] E
O(n—r)xr L

Orx(m—r)
L ]E = XNl

—r)Xr

]
O(n—r)xr

Akibat 4.3[5]JikauntukmatriksA € C,,xx

dengan rank = rmemenuhi X € A{1},

X € A{1,2} dan rank A = rank X , maka
Orx(m—r)

X=P [O(n—r)xr L ]E dengan

E€eC,x, dan Pe€C,y, merupakan

matriks nonsingular.

Bukti:DimbilA € C,,»,, dengan rank =
rdan

A=E~ [ ]P1
O(m T)XT O(m —r)x(n—r)

Karena rank A = rank X, maka untuk
X € A{1} memenuhi
X=P[ O”("“”]E.Akan
O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)
ditunjukanbahwaX  merupakan {1,2}-
invers dari A, dengan kata lain X
memenuhipersamaan Penrose (1) dan (2)m

Contoh: DiberikanmatriksA =
0 2i i 0 442 1

0O 0 0 -3 -6 —3-— 3i],

0 2 1 1 4-4i 1

maka {1,2}-invers dari A adalah X =

0 0 0
1.
- El 0 0
0 01 0 dengan rank A =
0 —= 0
3
0 0 O
L 0 0 O
rank X = 2 dan
Ir Orx(m—r)
X=P E.
O(n—r)xr L
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5. KEBERADAAN  {1,23} DAN
{1,2,4}-INVERS

Lemma 5.1[5]Jikad € C,,«,, dengan
rank =r dan A* menotasikan matriks
transpos konjugat dari matriks A, maka
rank AA* = rank A = rank A*A.
BuktiDiberikanmatriksA =

a1 Az vt Qap
Az1 Az - 4 .
, 2 o selanjutnya
flml Amz = Amn
diperoleh A", AA* dan

A" A.Setiapkomponenvektorbarispadamatri
ksAA* merupakan kombinasi linier dari
vektor baris matriks A yang bersesuaian
dan setiap komponen vektor kolom pada
matriks A*A merupakan kombinasi linier
dari vektor kolom matriks A vyang
bersesuaian.

Karenarank A = r, maka terdapat r baris
pada matriks A yang bebas linier.
Selanjutnya maka baris-baris  yang
bersesuaian pada matriks AA* juga bebas
linier.

Misalkanv1 = (all, aAqz,°, aln),

SV = (ar1,Ap2, 00, Q) merupakan
vektor-vektor baris matriks A yang bebas
linier. Sehingga untuk

avq, + vy + -+ a v, = 0
Yang berakibata; = a, = - = a, = 0.
Diberikan
wy = (ap1a11 + -+ A1y G1n, Q11021
t+ ot A Qo
. al@ + ...
+ alnamn)

w, = (a,1a11 + -+ Ay Ay, Ay Qg + o

A Aan,
-, arlaml + e
+ Qpn Q)
merupakanvektor-vektorbarismatriksAA*
yang bersesuaiandenganvektor-

vektorbarismatriksA. Akan ditunjukan
bahwa vektor-vektor baris matriks AA*
tersebut bebas linier.
Denganmudahditunjukan
1wy + fowz + -+ Bw, =0
(B1v1 + Bovg + -+ + Brvy)

ay; - Ama
: =0

G
Karenarank A=r, maka A =#0 dan
A*#0 sehingga pvq+ L+ +
B, v, = 0. Kemudian karena v4,v,, +, v,
bebas linier, maka dipenuhi untuk
Bi=pPr==B-=0 sedemikian
sehingga wq,wo, -+, W, juga merupakan
vektor-vektor yang bebas linier sehingga

rank AA* =r. Hal
inimenunjukanbahwarank A =

rank AA* =r. [ ]

Contoh: Diberikanmatriks4 =

1+ 0 3i 1
2 2—2i 2i 0f, maka diperoleh
1 1-i i 0
rank A = rank A*A = rank AA* = 2.
Akibat 5.2[5JikaA € C,,«,dengan
nk=r , maka R(4AA") = R(A) dan
N(AAY) = N(A).
BuktiDiberikanA € C,,x,dengan nk = r,
maka menurut definisi R(4) =
{yeC"|Ax =y, x € C"} , sedangkan
R(AA*) ={y e C"|AA*x =y, x € C"}
={yeC"|AU =y, x€ C",u=A"x}.
Menurut Lemma 5.1 diperolehrank AA* =
rank A. SedangkankarenaR (AA*) =
R(A) jika dan hanya jika rank AA* =
rank AmakaR(4AA*) = R(A).

Selanjutnyadiambil4 € C,, x, maka
menurut definisi
N(A) = {x € C"|Ax = 0}, sedangkan
N(AA*) = {x e C"|AA*x =0, x € C"}
={xeC"|AU =0,u=A"x}.

Menurut Lemma 5.1 diperolehrank AA™ =
rank A. SedangkankarenaN (AA™)
N(A") jika dan hanya jika rank AA* =
rank A*makaN (AA*) = N(A). [ |

Contoh: Diberikanmatriks4 =
1 —i 2 0
-2 i —4 0
2 =2 4 0
ditunjukan bahwa R(A) = R(AA").

1 —i 6 -11
[—2 i ]xz = [—11 21 ]Zz

2 —2i 12

—22

, maka dapat

X5+ Z4+
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KemudiandapatditunjukanbahwaN (A) =
N(AAY).

2 —2
X3 = 0 Z3.
1

Teorema  5.3[5]UntuksetiapmatriksA €
C,,xpdengan rank = r, maka
1. Y =" AMA" € A{1,2,3}

2. 7 = A*(44HD € A{1,2,4}

Bukti

1. Menurutakibat 5.2
diperolehR(AA*) = R(A), karena
rank A* = rank A = rank AA* =
rank A"A dan R(AA") =R(A) &
rank AA* = rank A, maka benar
bahwa R(A*A) = R(A*). Menurut
definisi
R(A) ={yeC'A*x=y, xe C"}
merupakan himpunan vektor-vektor
kolom dari A" sehingga berlaku

ayy Gy vt G
A* — a.12 a‘zz .... a‘r;nz _
aln aZn Amn
(Y192, ,ym]dengan L=
11 az1 Am1
::lz ’y2= :22 1“')y1= r.nZ .
aln aZn amn
Sedangkan
R(A*A) =

{y e C"|A*Au =y, u € C"}dan

R(A*A) = R(4Y), maka untuk
yr €C* dengan k=12,--,m
berlaku y;, = A*Au, . Selanjutnya

diperoleh

=1, 72, Yyml =
[A*Auq A*Au, - A*AuU,, | =
A*A[u1,u2,“' ,um]. Jika U=
[uy,uy, ,u,], maka persamaan
menjadi A" = A"AU, sehingga

persamaantersebutbiladilakukantrans
poskonjugatdiperolehA = (4*)* =
(A*AU)" = U*A*A.

DiketahuiY = (4*A)(MA4*, maka akan
ditunjukan bahwa Y € A{1,2,3}.

KarenadYA = U*A*A (A*"A)VA*A =
U'A*A =A ,makaY € A{1}.
SelanjutnyakarenaY = (4*A)MA*,
maka rankY <rank A* =rank A
dan karena AYA = A maka rank A <

rankY. Jadi rankY = rank A.
MenurutTeorema 4.2, makaY €
A{1,2}.

KarenaY = (A*A)M A*dan A=
U A*A, maka

AY = U*A*A (A"A)DVA* =

U*A*A (A"A)MVA*AU = U*A"AU
dan (AY)* = (UA*AU ' =
U*A*AU =AY , maka Y juga
memenuhi persamaan Penrose (3).
Jadi Y € A{1,2,3}. |

Contoh:

Diberikanmatriks=

(14 0 3i 1
2 2—2i 2i 0f,

1 1-i i 0
makauntuk(A A)(l) =
> =145 0 0]
1 1 7
-7~ 20 3% 0 Ofdiperoleny =
0 0 0 O
’ q 0 0 0
777l O |
1 1 1 1
-3 Tzt Tl dan  untuk
0 0 0
0 0 4 0 2 1
| 5 Tamel
W24 3
(AAHD =] - St . 0l
l 0 —=-a aJ
diperoleh
- 3 7 3.
—al 5 + al 0
5 3 6 6 .
P T L TR T
L8, _3 0
31 31 ' 62
2 1
a0 mat O
6. PENUTUP
Berdasarkanpembahasantugasakhir
ini,yaitutentang invers generalized
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suatumatriks yang memenuhipersamaan

Penrose, kesimpulan yang

dapatdiambiladalah:

1. Invers Moore Penrose merupakan
invers darisuatumatriksA € C,, x,,
dengan rank =r yang memenuhi
keempat persamaan Penrose.

2. {1}-invers merupakan invers
darisuatumatriksA € C,, x,, dengan
rank = r yang memenuhi persamaan
Penrose (1). Untuk mencari {1}-invers,
maka matriks A harus diubah ke dalam

bentuk Hermit normal terlebih dahulu

sedemikian sehingga EAP = [16 Ié

dan {1}-invers dari Aadalah AD =
I. 0O
P ; L]E.

3. {1,2}-invers merupakan invers
darisuatumatriksA € C,, xx, dengan
rank = r yang memenuhi persamaan
Penrose (1) dan (2). Untuk mencari
{1,2}-invers, maka matriks A harus

diubah ke dalam bentuk Hermit normal
terlebih dahulu sedemikian sehingga

EAP = [16 Ig]dan {1,2}-invers dariA

12— p[lr O
adalah A(12) = P[O O]E.

4. {1,2,3}-invers  merupakan invers
darisuatumatriksA € C,, xx, dengan
rank = ryang memenuhi persamaan
Penrose (1),(2) dan (3) yang
dinotasikandenganA(*>3) dan dapat
dicari dengan rumusA23) =
(A*A)D 4",

5. {1,24}-invers  merupakan invers
darisuatumatriksA € C,, x, dengan
rank = ryang memenuhi persamaan
Penrose 1),(2) dan (4).
yangdinotasikandengan4 (1:24) dan
dapat dicari dengan rumusA(2® =
A*(AAHD,
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