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Generalized inverse is an extension of the concept of inverse matrix. One type of generalized 

inverse of a matrix of size (m × n) with elements of the complex number is the Moore Penrose 

inverse is denoted by 𝐴+. Moore Penrose inverse is the inverse of the matrix which must satisfy 

the four equations called Penrose equations. Generalized Inverse whereas only satisfy some (not 

all) of the four Penrose equations are divided into classes based on the number of equations that 

can be met Penrose, {1}-inverse, {1,2}-inverse, {1,2.3}-inverse, dan {1,2,4}-inverse. 
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1. PENDAHULUAN 

Konsepdarisuatumatrikssangatberg

unadalammenyelesaikanbeberapapermasal

ahanpadailmumatematika.Penyelesaianper

masalahanmatematikadalambentukmatriks

dapatdiselesaikandenganmenggunakan 

invers matriks. 

Padatahun 1920 

seorangcendikiawan yang 

bernamaE.H.Mooremendiskripsikansalahs

atujenis invers matriks yang 

dikenaldengannamaGeneralisasi 

Invers.GeneralisasiInvers 

merupakanperluasandarikonsep invers 

matriks.Kemudianpadatahun 1955 

seorangcendikiawan yang bernama Roger 

Penrose  

berhasilmendiskripsikanempatpersamaan 

yang 

harusdipenuhiuntukmenenetukanGeneralis

asiInvers. 

Persamaantersebutdikenalsebagaipersamaa

n Penrose, danGeneralisasiInvers yang 

memenuhikeempatpersamaan Penrose 

dikenaldengannama Invers Moore-

Penrose. SedangkanGeneralisasiInvers 

yang hanyamemenuhibeberapa 

(tidaksemua) persamaan Penrose 

tetapdinamakansebagaiGeneralisasiInvers.

Untukmemudahkanpenyebutan, 

makaGeneralisasiInvers  

dibagikedalamkelas-kelastertentu. 

Pembagiankelas-

kelasinididasarkanpadabanyaknyapersama

an Penrose yang dapatdipenuhiyaitu {1}-

invers, {1,2}-invers, {1,2,3}-invers, dan 

{1,2,4}-invers.. 

2. PERSAMAAN PENROSE 

Empatpersamaanyang 

dikenalsebagaipersamaan Penrose yang 

menjadidasaradanyaGeneralisasi Invers 

suatumatriksadalah. 

1. 𝐴𝑋𝐴 = 𝐴   

2. 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋  

3. (𝐴𝑋)∗ = 𝐴𝑋   

4. (𝑋𝐴)∗ = 𝑋𝐴    

dimana𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛 , 𝑋 ∈ ℂ𝑛×𝑚  dan𝐴∗ 

menotasikantransposkonjugatdari𝐴. 

Teorema 2.1[5] Jika 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛  matriks 

nonsingular, maka invers biasa dari 

matriks tersebut merupakan invers Moore 

Penrose, dengan kata lain invers biasa 

sama dengan invers Moore Penrose. 

Bukti:Diberikan𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛   merupakan 

matriks nonsingular yang berukuran 𝑛 ×
𝑛dengan 𝑘 = 𝑛 , makaterdapat𝑋 = 𝐴−1 

sedemikian sehingga 𝐴−1𝐴 = 𝐴𝐴−1 = 𝐼𝑛 .  

Selanjutnyaakanditunjukanbahwa𝑋 = 𝐴−1 

memenuhi persamaan Penrose. 

1. 𝐴𝑋𝐴 = 𝐴𝐴−1𝐴 = 𝐴 𝐼𝑛 = 𝐴 

2. 𝑋𝐴𝑋 = 𝐴−1𝐴𝐴−1 = 𝐼𝑛𝐴
−1 = 𝐴−1 = 𝑋 
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3. (𝐴𝑋)∗ = (𝐴𝐴−1)∗ = (𝐼𝑛)∗ = 𝐼𝑛 = 𝐴𝑋 

4. (𝑋𝐴)∗ = (𝐴−1𝐴)∗ = (𝐼𝑛)∗ = 𝐼𝑛 = 𝑋𝐴 

karenamemenuhiempatpersamaan 

Penrose, maka𝑋 = 𝐴−1 merupakan invers 

Moore Penrose dari matriks nonsingular 

𝐴.       

 

Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
𝑖 2 −𝑖
1 −𝑖 𝑖
0 3 2

 nonsingular, maka invers 

Moore Penrosenyasamaseperti invers 

biasayaitu𝑋 = 𝐴−1 =

 
 
 
 
 

3−𝑖

2

1−3𝑖

2

−1+𝑖

2
−1−3𝑖

5

−3+𝑖

5

2+𝑖

5
3+9𝑖

10

9−3𝑖

10

−1−3𝑖

10  
 
 
 
 

 . 

 

Definisi2.2[5] Misalkan𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dan 

matriks 𝑋 ∈ ℂ𝑛×𝑚  

a. Matriks𝑋 disebut  1 -invers jika 

memenuhi persamaan Penrose (1) dan 

selanjutnya dinotasikan dengan 

𝑋 ∈  𝐴 1 atau 𝐴(1).  

b. Matriks𝑋 disebut  1,2 -invers jika 

memenuhi persamaan Penrose (1) dan 

(2) yang selanjutnya dinotasikan 

dengan 𝑋 ∈  𝐴 1,2 atau 𝐴(1,2).  

c. Matriks𝑋 disebut  1,2,3 -invers jika 

memenuhi persamaan Penrose (1),(2) 

dan (3) yang selanjutnya dinotasikan 

dengan 𝑋 ∈  𝐴 1,2,3  atau 𝐴(1,2,3).  

d. Matriks𝑋 disebut  1,2,4 -invers jika 

memenuhi persamaan Penrose (1),(2) 

dan (4) yang selanjutnya dinotasikan 

dengan 𝑋 ∈  𝐴 1,2,4  atau 𝐴(1,2,4).  

e. Matriks𝑋 disebut invers Moore 

Penrose jika memenuhi persamaan 

Penrose (1),(2),(3) dan (4) yang 

selanjutnyadinotasikandengan𝑋 ∈
 𝐴 1,2,3,4  atau 𝐴(1,2,3,4). 

Theorema 2.4[5]Jika 𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dan 

𝐴{1,2,3,4} tidak kosong, maka invers 

Moore Penrose   𝐴{1,2,3,4} adalah 

tunggal. 

Bukti: Misalkan𝑋, 𝑌 ∈ 𝐴{1,2,3,4} ,maka 

akan dibuktikan 𝑋 = 𝑌 sehingga diperoleh 

𝑋 = 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋 𝐴𝑋 = 𝑋 𝐴𝑋 ∗ 

= 𝑋 𝐴𝑌𝐴𝑋 ∗ = 𝑋  𝐴𝑌  𝐴𝑋  
∗
 

= 𝑋 𝐴𝑋 ∗ 𝐴𝑌 ∗ = 𝑋𝐴𝑋𝐴𝑌 

= 𝑋 𝐴𝑋𝐴 𝑌 = 𝑋𝐴𝑌 

=  𝑋𝐴 𝑌 =  𝑋𝐴𝑌𝐴 𝑌 

=  𝑋𝐴  𝑌𝐴 𝑌 =  𝑋𝐴 ∗ 𝑌𝐴 ∗𝑌 

=   𝑌𝐴  𝑋𝐴  
∗
𝑌 =  𝑌𝐴𝑋𝐴 ∗𝑌 

=  𝑌𝐴 ∗𝑌 = 𝑌𝐴𝑌 = 𝑌 

Karena𝑋 = 𝑌, maka invers yang 

memenuhi empat persamaan Penrose 

adalahtunggal.    

 

3. KEBERADAAN {1}-INVERS 

 

Teorema 3.1[5] Misalkan𝑅 =

  
𝐼𝑟 𝐾

0(𝒎−𝒓)×𝒓 0(𝒎−𝒓)×(𝒏−𝒓)
  merupakan 

matriks partisi yang berukuran 𝑚 × 𝑛 dan 

mempunyai 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟dimana 𝐾 ∈
 ℂ𝑟×(𝑛−𝑟), maka  1 − 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠 dari 

𝑅 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dapat dibentuk dari matriks 

partisi  𝑆 =   
𝐼𝑟 0𝒓×(𝒎−𝒓)

0(𝒏−𝒓)×𝒓 𝐿
  yang 

berukuran 𝑛 × 𝑚  dengan 𝐿 ∈
 ℂ(𝑛−𝑟)×(𝑚−𝑟). 

Bukti: Diambilsebarang𝑆 ∈ ℂ𝑛×𝑚  dimana 

𝑆 merupakan matriks partisi yang 

didefinisikan dengan 

𝑆 =   
𝐼𝑟 0𝒓×(𝒎−𝒓)

0(𝒏−𝒓)×𝒓 𝐿
 untuksetiap𝐿 ∈

 ℂ(𝑛−𝑟)×(𝑚−𝑟), dan matriks 𝑅 ∈ ℂ𝑚×𝑛  

yang diberikan oleh 

𝑅 =   
𝐼𝑟 𝐾

0(𝒎−𝒓)×𝒓 0(𝒎−𝒓)×(𝒏−𝒓)
  dengan 

𝐾 ∈  ℂ𝑟×(𝑛−𝑟). 

Akan dibuktikanbahwamatriks𝑆  

merupakan  1 − 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠dari  𝑅, dengan 

kata lain memenuhi persamaan (1) yaitu 
𝑅𝑆𝑅 = 

 
𝐼𝑟 𝐾

0 𝒎−𝒓 ×𝒓 0 𝒎−𝒓 × 𝒏−𝒓 
  

𝐼𝑟 0𝒓× 𝒎−𝒓 

0 𝒏−𝒓 ×𝒓 𝐿
  

 
𝐼𝑟 𝐾

0 𝒎−𝒓 ×𝒓 0 𝒎−𝒓 × 𝒏−𝒓 
  

=  
𝐼𝑟 𝐾

0 𝒎−𝒓 ×𝒓 0 𝒎−𝒓 × 𝒏−𝒓 
 = 𝑅  

 



101 

 

Contoh: DiberikanmatriksR =

 
 
 
 
 
1 0 0 5
0 1 0 3
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0 

 
 
 
 

 maka  1 − invers  dari 

matriks  Radalah S =  

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 α β

 . 

 

Semuamatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟 dapat disederhanakan kedalam 

bentuk Hermit Normal  𝐸𝐴𝑃 =

 
𝐼𝑟 𝐾

0(𝒎−𝒓)×𝒓 0(𝒎−𝒓)×(𝒏−𝒓)
 . Adapun 

langkah-langkah penyederhanaannya 

adalah: 

 

a. Langkahpertamaadalahmenggabungk

anmatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan matriks 

𝐼𝑚  yang diberi nama𝑇0. 

𝑇0 =  𝐴|𝐼𝑚   
b. Operasikanmatriks𝑇0 =  𝐴|𝐼𝑚   

dengan menggunakan operasi baris 

elementer sedemikian sehingga 

menjadi bentuk eselon baris tereduksi. 

Selanjutnya namakan matriks 

𝑇0 =  𝐴|𝐼𝑚   yang sudah dalam bentuk 

eselon baris tereduksi dengan 𝐸𝑇0. 

𝐸𝑇0 =  𝐸𝐴 | 𝐸 dimana 𝐸 =
𝐸𝑘𝐸𝑘−1 ⋯𝐸2𝐸1. 

c. Setelahdiperoleh𝐸dan 𝐸𝐴, langkah 

selanjutnya yaitu mencari matriks 𝑃 

yang diperoleh melalui penukaran 

kolom-kolom pada 𝐼𝑛  agar dihasilkan 

bentuk Hermit Normal 𝐸𝐴𝑃 =

 
𝐼𝑟 𝐾

0(𝒎−𝒓)×𝒓 0(𝒎−𝒓)×(𝒏−𝒓)
 . Jika pada 

𝐸𝐴 entri 1  yang merupakan satu-

satunya entri bukan nol dari setiap 

kolom adalah  𝑒𝑎 𝑖𝑗  , maka kolom ke-

 𝑖 pada 𝑃 diperoleh dari pertukaran 

kolom ke-𝑗 pada 𝐼𝑛 .  

Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
0 2𝑖 𝑖 0 4 + 2𝑖 1
0 0 0 −3 −6 −3 − 3𝑖
0 2 1 1 4 − 4𝑖 1

 , 

makabentuk hermit 

Normalnyaadalah𝐸𝐴𝑃 =

 
1 0 0

1

2
1 − 2𝑖 −

1

2
𝑖

0 1 0 0 2 1 + 𝑖
0 0 0 0 0 0

 . 

 

Teorema 3.2[5] Misalkan𝐴 ∈
ℂ𝑚×𝑛dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟, 𝐸 ∈ ℂ𝑚×𝑚  dan 

𝑃 ∈ ℂ𝑛×𝑛  merupakan matriks nonsingular 

sedemikian sehingga  

𝐸𝐴𝑃 =  
𝐼𝑟 𝐾

0(𝑚−𝑟)×𝑟 0(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
 

 dimana𝐾 ∈  ℂ𝑟×(𝑛−𝑟) 

maka 1 − 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠 dari 𝐴 dapat dibentuk 

dari matriks partisi berikut ini 

𝐴(1) =  𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟×(𝑚−𝑟)

0(𝑛−𝑟)×𝑟 𝐿
 𝐸

 dengan 𝐿 ∈  ℂ(𝑛−𝑟)×(𝑚−𝑟). 

Bukti: Diambil𝑃 dan 𝐸 yang keduanya 

merupakan matriks nonsingular maka 

terdapat 𝑃−1 ∈ ℂ𝑛×𝑛  sedemikian sehingga 

𝑃−1𝑃 = 𝑃𝑃−1 = 𝐼𝑛   dan 𝐸−1 ∈ ℂ𝑚×𝑚  

sedemikian sehingga 𝐸−1𝐸 = 𝐸𝐸−1 = 𝐼𝑚 . 

𝐸𝐴𝑃 =  
𝐼𝑟 𝐾

0(𝑚−𝑟)×𝑟 0(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
  

𝐴 = 𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0(𝑚−𝑟)×𝑟 0(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
 𝑃−1 

𝐴 1 merupakan {1}-invers dari 𝐴 

𝐴𝐴 1 𝐴

= 𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0 𝑚−𝑟 ×𝑟 0 𝑚−𝑟 × 𝑛−𝑟 
 𝑃−1 

 𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝐿
 𝐸  

𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0(𝑚−𝑟)×𝑟 0(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
 𝑃−1 

= 𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0 𝑚−𝑟 ×𝑟 0 𝑚−𝑟 × 𝑛−𝑟 
 𝑃−1 

= 𝐴      
 

Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
0 2𝑖 𝑖 0 4 + 2𝑖 1
0 0 0 −3 −6 −3 − 3𝑖
0 2 1 1 4 − 4𝑖 1

 , 
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maka {1}-invers dari 𝐴 adalah 𝐴(1) =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑖𝛼

1

3
𝛼 𝛼

−
1

2
𝑖 0 0

𝑖𝛽
1

3
𝛽 𝛽

0 −
1

3
0

𝑖𝛾
1

3
𝛾 𝛾

𝑖𝛿
1

3
𝛿 𝛿 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

Akibat 3.3[5] Padakasustrivial 𝑘 = 0 , 

karena 𝐴 adalah matriks nol dengan 

ukuran 𝑚 × 𝑛 , maka setiap matriks 

dengan ukuran  𝑛 × 𝑚 adalah  1 −
𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠 dari matriks 𝐴. 

Bukti 

𝐴𝐴 1 𝐴 =  
0𝑟×𝑟 0𝑟× 𝑛−𝑟 

0 𝑚−𝑟 ×𝑟 0 𝑚−𝑟 × 𝑛−𝑟 
  

 
𝐶1 𝐶2

𝐶3 𝐶4
  

0𝑟×𝑟 0𝑟×(𝑛−𝑟)

0(𝑚−𝑟)×𝑟 0(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
  

=  
0𝑟×𝑟 0𝑟×(𝑛−𝑟)

0(𝑚−𝑟)×𝑟 0(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
 = 𝐴  

 

Teorema 3.4[5] Misalkan𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  

dengan rank=r, 𝐸 ∈ ℂ𝑚×𝑚  dan 𝑃 ∈ ℂ𝑛×𝑛  

dengan 𝐸  dan 𝑃merupakanmatriks 

nonsingular sedemikiansehingga 

𝐴 =

𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0(𝑚−𝑟)×𝑟 0(𝑚−𝑟)×(𝑛−𝑟)
 𝑃−1dan

𝐴(1) =  𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟×(𝑚−𝑟)

0(𝑛−𝑟)×𝑟 𝐿
 𝐸  

merupakan   1 − 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠 dari  𝐴 ,  maka 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴(1) = 𝑟 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿 dan  

𝑟 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴(1) ≤ 𝑚𝑖𝑛 𝑚, 𝑛 . 
 

Bukti: Diambil𝐴(1) =  𝑃𝑆𝐸dengan  

𝑆 =   
𝐼𝑟 0𝑟×(𝑚−𝑟)

0(𝑛−𝑟)×𝑟 𝐿
 . 

Matriks𝑃 berukuran 𝑛 × 𝑛 yang 

nonsingular sehingga 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑃 = 𝑛, 

matriks 𝑆 berukuran 𝑛 × 𝑚 sedemikian 

sehingga 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆 = 𝑟 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿 ≤
𝑚𝑖𝑛⁡{𝑛, 𝑚} , dan matriks 𝐸 berukuran 

𝑚 × 𝑚 yang 

nonsingularsehingga𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐸 = 𝑚. 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1  

≤ 𝑚𝑖𝑛⁡{𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑃, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐸} 

≤ 𝑚𝑖𝑛⁡{𝑛, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆, 𝑚} 

Karena𝑃 dan 𝐸 matriks nonsingular dan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆 ≤ 𝑚𝑖𝑛⁡{𝑛, 𝑚},maka 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴(1) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆 = 𝑟 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿  
Karena𝐿 ∈ ℂ(𝑛−𝑟)×(𝑚−𝑟)  sembarang dan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 tidak mungkin negatif, maka  

𝑟 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴(1) ≤ 𝑚𝑖𝑛 𝑚, 𝑛 .   

 

Lemma 3.5[5] Misalkan𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟,  𝜆 ∈ ℂ, dan 𝜆ϯ merupakan 

invers dari 𝜆  dengan𝜆ϯ =  
𝜆−1   ( 𝜆 ≠ 0)
0        ( 𝜆 = 0)

 

 , maka 

a. (𝐴 1 )∗  ∈  𝐴∗{1} 

b. Jika𝐴 adalah 

nonsingular,maka𝐴(1) = 𝐴−1 tunggal 

c. 𝜆ϯ𝐴(1) ∈  𝜆𝐴 {1} 

d. 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1  ≥ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 

e. Jika𝑆 dan 𝑇 adalah nonsingular, 

maka 𝑇−1𝐴 1 𝑆−1  ∈ 𝑆𝐴𝑇{1} 

f. Jika𝐴𝐴(1) dan 𝐴(1)𝐴 adalah 

idempoten dan matriks nonsingular, 

maka 𝐴𝐴(1) dan 𝐴(1)𝐴 mempunyai 

𝑟𝑎𝑛𝑘 yang sama seperti  A . 

Bukti 

a. Diambil 1 =  𝑋  𝐴𝑋𝐴 = 𝐴} , maka 

𝐴∗ 1 =  𝑋∗ 𝐴∗𝑋∗𝐴∗ = 𝐴∗} . 

 𝐴∗𝑋∗𝐴∗ = 𝐴∗ (𝐴 1 )∗ 𝐴∗  

=  𝐴∗ (𝐴 1 )∗  𝐴∗  

=  𝐴 1 𝐴 
∗ 
𝐴∗  

=  𝐴𝐴 1 𝐴 
∗ 

= 𝐴∗    

b. Karena𝐴  matriks nonsingular, maka 

untuk  𝑋, 𝑌 ∈ 𝐴{1}  berlaku 𝑋𝐴 =
𝐴𝑋 = 𝐼dan = 𝐴𝑌 = 𝐼 . Kemudian akan 

ditunjukan bahwa 𝑋 = 𝑌 

 𝑋 = 𝑋 𝐼 = 𝑋 𝐴𝑌 = 𝑋𝐴𝑌 =  𝑋𝐴 𝑌 =
𝐼 𝑌 = 𝑌    

c. Karenauntuksetiapskalar𝜆ϯ 

didefinisikan dengan  𝜆ϯ =

 
𝜆−1   ( 𝜆 ≠ 0)
0        ( 𝜆 = 0)

   

Akan dibuktikanjika𝑋 = 𝜆ϯ𝐴(1) 

,maka𝜆ϯ𝐴(1) ∈  𝜆𝐴 {1} 

 𝜆𝐴 (𝜆ϯ𝐴(1)) 𝜆𝐴 = 𝜆𝐴 𝜆ϯ𝐴(1)𝜆𝐴 

= 𝜆 𝐴 𝐴(1)𝐴 = 𝜆 𝐴  
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d. Diambil𝐴 1 ∈ 𝐴 1 , maka 𝐴 1 =
 𝑋 𝐴𝑋𝐴 = 𝐴}. 

Karenamatriks𝐴 berukuran 𝑚 ×
𝑛dengan 𝑘 𝐴 = 𝑟 , dan matriks 

𝐴 1 =  𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟×(𝑚−𝑟)

0(𝑛−𝑟)×𝑟 𝐿
 𝐸 

dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 = 𝑟 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿, dan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿  tidak mungkin negatif  maka 

diperoleh 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 = 𝑟 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿 

≥ 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴   

e. Diambil𝑆 dan 𝑇 yang merupakan 

matriks nonsingular, maka terdapat 

𝑆−1 ∈ 𝐶𝑛
𝑛×𝑛  sedemikian sehingga 

𝑆−1𝑆 = 𝑆𝑆−1 = 𝐼𝑛   dan 𝑇−1 ∈ 𝐶𝑚
𝑚×𝑚  

sedemikian sehingga 𝑇−1𝑇 = 𝑇𝑇−1 =
𝐼𝑚 . 

 𝑆𝐴𝑇  𝑇−1𝐴 1 𝑆−1  𝑆𝐴𝑇  

= 𝑆𝐴  𝑇𝑇−1 𝐴 1  𝑆−1𝑆 𝐴𝑇 

= 𝑆𝐴 𝐼𝑚𝐴 1 𝐼𝑛𝐴𝑇 

= 𝑆 𝐴𝐴 1 𝐴 𝑇 

= 𝑆𝐴𝑇    
  

f. Akan dibuktikanjika𝐴𝐴(1) adalah 

idempoten dan matriks nonsingular, 

maka 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 

Diambil𝐴𝐴 1  adalah idempoten, maka 

memenuhi 

𝐴𝐴 1  𝐴𝐴 1 =  𝐴𝐴 1  𝐴 𝐴 1 = 𝐴𝐴 1  

dan𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 

karena𝐴𝐴 1 𝐴 = 𝐴 , maka 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 𝐴 

≤ 𝑚𝑖𝑛 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 , 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴  

≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1    

Kemudiankarena𝐴𝐴 1  merupakan 

matriks nonsingular, maka 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴.Diperoleh 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 𝐴 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴 1 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴  

Lemma 3.6Misalkan𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  

merupakan matriks yang mempunyai 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟 ,maka 

a. 𝐴 1 𝐴 =  𝐼𝑛  ⟺ 𝑟 = 𝑛 

b. 𝐴𝐴(1) =  𝐼𝑚  ⟺ 𝑟 = 𝑚  
Bukti 

a. 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟  dan 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 𝐴 =
𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐼𝑛 = 𝑛 , 
⇒ 
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟dan𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 = 𝑟 +
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿 ,maka diperoleh 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 𝐴  
≤ min 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 , 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴  

≤ 𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 

Karena𝐴 1 𝐴 = 𝐴 , maka  𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 𝐴 , dan diperoleh 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 𝐴 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 1 𝐴 

𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 

⇐ 

Karena𝑟 = 𝑛 dan 

𝐴 = 𝐸−1  
𝐼𝑛

0 𝑚−𝑛 ×𝑛
 𝑃−1 yang 

berukuran 𝑚 × 𝑛  dan 𝐴 1 =
 𝑃 𝐼𝑛 0𝑛×(𝑚−𝑛) 𝐸 yang berukuran  

𝑛 × 𝑚 dengan 𝐸 ∈ ℂ𝑚×𝑚dan 

𝑃 ∈ ℂ𝑛×𝑛  ,maka diperoleh 

𝐴 1 𝐴

=  𝑃 𝐼𝑛 0𝑛×(𝑚−𝑛) 𝐸𝐸−1  
𝐼𝑛

0 𝑚−𝑛 ×𝑛
 𝑃−1 

= 𝐼𝑛      

Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
1 𝑖 −2 −𝑖
2𝑖 1 0 −1
0 −𝑖 −1 0

  dengan ukuran 3 ×

4dan 𝑛𝑘 𝐴 = 3 , maka 𝐴 1  𝐴 = 𝐼3. 

 

4. KEBERADAAN {1,2}-INVERS 

Lemma 4.1[5] Jika𝑌, 𝑍 ∈ 𝐴 1  dan  

𝑋 = 𝑌𝐴𝑍  , maka 𝑋 ∈ 𝐴 1,2 . 

Bukti:Diambil𝑌, 𝑍 ∈ 𝐴 1  sehingga 

memenuhi 𝐴𝑌𝐴 = 𝐴dan 𝐴𝑍𝐴 = 𝐴. 

Diketahui 𝑋 = 𝑌𝐴𝑍 , maka akan 

ditunjukan bahwa 𝑋 memenuhi persamaan 

Penrose (1) dan (2) yaitu 

1. 𝐴𝑋𝐴 = 𝐴 𝑌𝐴𝑍 𝐴 =  𝐴𝑌𝐴 𝑍𝐴 =
𝐴𝑍𝐴 = 𝐴 

2. 𝑋𝐴𝑋 =  𝑌𝐴𝑍 𝐴 𝑌𝐴𝑍 =
𝑌 𝐴𝑍𝐴 𝑌𝐴𝑍 = 𝑌𝐴𝑌𝐴𝑍 = 𝑌 𝐴𝑌𝐴 𝑍 =
𝑌𝐴𝑍 = 𝑋     
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Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
0 2𝑖 𝑖 0 4 + 2𝑖 1
0 0 0 −3 −6 −3 − 3𝑖
0 2 1 1 4 − 4𝑖 1

 , 

maka {1,2}-invers dari 𝐴 adalah 𝑋 =

 
 
 
 
 
 
 

0 0 0

−
1

2
𝑖 0 0

0 0 0

0 −
1

3
0

0 0 0
0 0 0 

 
 
 
 
 
 

. 

 

Teorema 4.2[5] Diberikanmatriks𝐴 ∈
ℂ𝑚×𝑛  dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟dan  𝑋 ∈ 𝐴 1 , 
 𝑋 ∈ 𝐴 1,2  jika dan hanya jika 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 =
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴. 

Bukti:Diambil𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 =
𝑟  dan 𝑋 ∈ 𝐴 1  sehingga memenuhi 

𝐴𝑋𝐴 = 𝐴 

⇒ 
Karena𝑋 ∈ 𝐴 1 , maka memenuhi 

𝐴𝑋𝐴 = 𝐴 dan berlaku 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤ 𝑚𝑖𝑛⁡(𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴) 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 

Diambil𝑋 ∈ 𝐴 1,2  yang memenuhi 

𝐴𝑋𝐴 = 𝐴dan 𝑋𝐴𝑋 = 𝑋, sehingga 

diperoleh 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 ≤ 𝑚𝑖𝑛 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋, 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐴, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋  

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 
Dari persamaandiatas, makadiperoleh 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 

⇐ 

Diberikanmatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟  dengan  

𝐴 =

𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0 𝑚−𝑟 ×𝑟 0 𝑚−𝑟 × 𝑛−𝑟 
 𝑃−1dan

𝑋 ∈ 𝐴 1  yang memenuhi 𝐴𝑋𝐴 = 𝐴. 

Karena 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 = 𝑟, maka 

untuk 𝑋 ∈ 𝐴 1   berlaku 𝑋 =

𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝐿
 𝐸 . Selanjutnya 

akan ditunjukan bahwa 𝑋 merupakan 

{1,2}-invers dari matriks 𝐴, dengan kata 

lain 𝑋 juga memenuhi persamaan Penrose 

(2). 

𝑋𝐴𝑋 = 𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝐿
 𝐸 

𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0 𝑚−𝑟 ×𝑟 0 𝑚−𝑟 × 𝑛−𝑟 
 𝑃−1 

𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝐿
 𝐸 

= 𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝐿
 𝐸 = 𝑋  

 

Akibat 4.3[5]Jikauntukmatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  

dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟memenuhi 𝑋 ∈ 𝐴 1 , 
𝑋 ∈ 𝐴 1,2  dan 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 , maka   

𝑋 =  𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝐿
 𝐸  dengan 

𝐸 ∈ ℂ𝑚×𝑚   dan 𝑃 ∈ ℂ𝑛×𝑛  merupakan 

matriks nonsingular. 

Bukti:Dimbil𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 =
𝑟dan 

𝐴 = 𝐸−1  
𝐼𝑟 𝐾

0 𝑚−𝑟 ×𝑟 0 𝑚−𝑟 × 𝑛−𝑟 
 𝑃−1. 

Karena 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋, maka untuk 

𝑋 ∈ 𝐴 1  memenuhi 

𝑋 =   𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 0 𝑛−𝑟 × 𝑚−𝑟 
 𝐸. Akan 

ditunjukanbahwa𝑋 merupakan {1,2}-

invers dari 𝐴, dengan kata lain 𝑋 

memenuhipersamaan Penrose (1) dan (2)  

Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
0 2𝑖 𝑖 0 4 + 2𝑖 1
0 0 0 −3 −6 −3 − 3𝑖
0 2 1 1 4 − 4𝑖 1

 , 

maka {1,2}-invers dari 𝐴 adalah 𝑋 =

 
 
 
 
 
 
 

0 0 0

−
1

2
𝑖 0 0

0 0 0

0 −
1

3
0

0 0 0
0 0 0 

 
 
 
 
 
 

 dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 =

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑋 = 2 dan 

𝑋 = 𝑃  
𝐼𝑟 0𝑟× 𝑚−𝑟 

0 𝑛−𝑟 ×𝑟 𝐿
 𝐸. 
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5. KEBERADAAN {1,2,3} DAN 

{1,2,4}-INVERS 

Lemma 5.1[5]Jika𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟 dan 𝐴∗ menotasikan matriks 

transpos konjugat dari matriks 𝐴, maka 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴∗𝐴. 

BuktiDiberikanmatriks𝐴 =

 

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

  selanjutnya 

diperoleh 𝐴∗, 𝐴𝐴∗ dan 

𝐴∗𝐴.Setiapkomponenvektorbarispadamatri

ks𝐴𝐴∗ merupakan kombinasi linier dari 

vektor baris matriks 𝐴 yang bersesuaian 

dan setiap komponen vektor kolom pada 

matriks 𝐴∗𝐴 merupakan kombinasi linier 

dari vektor kolom matriks 𝐴 yang 

bersesuaian. 

Karena𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟, maka terdapat 𝑟 baris 

pada matriks 𝐴 yang bebas linier. 

Selanjutnya maka baris-baris yang 

bersesuaian pada matriks 𝐴𝐴∗ juga bebas 

linier. 

Misalkan𝒗𝟏 = (𝑎11 ,𝑎12 , ⋯ , 𝑎1𝑛), 

⋯ , 𝒗𝒓 = (𝑎𝑟1,𝑎𝑟2,⋯ , 𝑎𝑟𝑛 )  merupakan 

vektor-vektor baris matriks 𝐴 yang bebas 

linier. Sehingga untuk 

𝛼1𝒗𝟏 + 𝛼2𝒗𝟐 + ⋯ + 𝛼𝑟𝒗𝒓 = 𝟎 

Yang berakibat𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑟 = 0. 

Diberikan 

𝒘𝟏 =  𝑎11𝑎11 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑎1𝑛 ,  𝑎11𝑎21

+ ⋯ + 𝑎1𝑛𝑎2𝑛 ,
⋯  , 𝑎11𝑎𝑚1 + ⋯
+ 𝑎1𝑛𝑎𝑚𝑛   

⋮ 
𝒘𝒓 =  𝑎𝑟1𝑎11 + ⋯ + 𝑎𝑟𝑛𝑎1𝑛 ,  𝑎𝑟1𝑎21 + ⋯

+ 𝑎𝑟𝑛𝑎2𝑛 ,
⋯  , 𝑎𝑟1𝑎𝑚1 + ⋯
+ 𝑎𝑟𝑛𝑎𝑚𝑛   

merupakanvektor-vektorbarismatriks𝐴𝐴∗ 

yang bersesuaiandenganvektor-

vektorbarismatriks𝐴. Akan ditunjukan 

bahwa vektor-vektor baris matriks 𝐴𝐴∗  

tersebut bebas linier. 

Denganmudahditunjukan 

𝛽1𝒘𝟏 + 𝛽2𝒘𝟐 + ⋯ + 𝛽𝑟𝒘𝒓 = 𝟎 
 𝛽1𝒗𝟏 + 𝛽2𝒗𝟐 + ⋯ + 𝛽𝑟𝒗𝒓  

 
𝑎11 ⋯ 𝑎𝑚1

⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

 = 𝟎 

Karena𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟, maka 𝐴 ≠ 0 dan 

𝐴∗ ≠ 0 sehingga 𝛽1𝒗𝟏 + 𝛽2𝒗𝟐 + ⋯ +
𝛽𝑟𝒗𝒓 = 𝟎. Kemudian karena 𝒗𝟏, 𝒗𝟐, ⋯ , 𝒗𝒓 

bebas linier, maka dipenuhi untuk 

𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑟 = 0 sedemikian 

sehingga 𝒘𝟏, 𝒘𝟐, ⋯ , 𝒘𝒓 juga merupakan 

vektor-vektor yang bebas linier sehingga 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ = 𝑟. Hal 

inimenunjukanbahwa𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 =
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ = 𝑟.  

 

Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
1 + 𝑖 0 3𝑖 1

2 2 − 2𝑖 2𝑖 0
1 1 − 𝑖 𝑖 0

 , maka diperoleh 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴∗𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ = 2.  
 

Akibat 5.2[5]Jika𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛dengan 

𝑛𝑘 = 𝑟 , maka 𝑅 𝐴𝐴∗ = 𝑅(𝐴) dan 

𝑁 𝐴𝐴∗ = 𝑁(𝐴). 

BuktiDiberikan𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛dengan 𝑛𝑘 = 𝑟 , 

maka menurut definisi 𝑅 𝐴 =
 𝒚 ∈ ℂ𝑚  𝐴𝒙 = 𝒚, 𝒙 ∈ ℂ𝑛  , sedangkan 

𝑅 𝐴𝐴∗ =  𝒚 ∈ ℂ𝑚  𝐴𝐴∗𝒙 = 𝒚, 𝒙 ∈ ℂ𝑚   
=  𝒚 ∈ ℂ𝑚  𝐴𝑼 = 𝒚, 𝒙 ∈ ℂ𝑚 , 𝒖 = 𝐴∗𝒙  . 
Menurut Lemma 5.1 diperoleh𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ =
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴. Sedangkankarena𝑅 𝐴𝐴∗ =
𝑅 𝐴   jika dan hanya jika  𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ =
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴maka𝑅 𝐴𝐴∗ = 𝑅 𝐴 . 

Selanjutnyadiambil𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛 , maka 

menurut definisi 

𝑁 𝐴 =  𝒙 ∈ ℂ𝑛  𝐴𝒙 = 𝟎 , sedangkan 

𝑁 𝐴𝐴∗ =  𝒙 ∈ ℂ𝑚  𝐴𝐴∗𝒙 = 𝟎, 𝒙 ∈ ℂ𝑚   
=  𝒙 ∈ ℂ𝑚  𝐴𝑼 = 𝟎 , 𝒖 = 𝐴∗𝒙 . 
Menurut Lemma 5.1 diperoleh𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ =
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴. Sedangkankarena𝑁 𝐴𝐴∗ =
𝑁 𝐴∗  jika dan hanya jika  𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ =
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴∗maka𝑁 𝐴𝐴∗ = 𝑁 𝐴 .   

Contoh: Diberikanmatriks𝐴 =

 
1 −𝑖 2 0
−2 𝑖 −4 0
2 −2𝑖 4 0

 , maka dapat 

ditunjukan bahwa 𝑅 𝐴 = 𝑅 𝐴𝐴∗ . 

 
1
−2
2

 𝑥5 +  
−𝑖
𝑖

−2𝑖
 𝑥2 =  

6
−11
12

 𝑧4 +  
−11
21
−22

 𝑧2  
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Kemudiandapatditunjukanbahwa𝑁 𝐴 =
𝑁 𝐴𝐴∗ . 

 

−2
0
1
0

 𝑥3 =  
−2
0
1

 𝑧3 . 

Teorema 5.3[5]Untuksetiapmatriks𝐴 ∈
ℂ𝑚×𝑛dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟, maka 

1. 𝑌 = (𝐴∗𝐴)(1)𝐴∗ ∈ 𝐴{1,2,3} 

  

2. 𝑍 = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)(1) ∈ 𝐴{1,2,4}  

Bukti 

1. Menurutakibat 5.2 

diperoleh𝑅 𝐴𝐴∗ = 𝑅 𝐴 , karena 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴∗ = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ =
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴∗𝐴 dan 𝑅 𝐴𝐴∗ = 𝑅 𝐴 ⟺
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐴∗ = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴, maka benar 

bahwa 𝑅 𝐴∗𝐴 = 𝑅 𝐴∗ . Menurut 

definisi 

𝑅 𝐴∗ =  𝒚 ∈ ℂ𝑛  𝐴∗𝒙 = 𝒚, 𝒙 ∈ ℂ𝑚   
merupakan himpunan vektor-vektor 

kolom dari 𝐴∗ sehingga berlaku 

𝐴∗ =  

𝑎11 𝑎21 ⋯ 𝑎𝑚1

𝑎12 𝑎22 ⋯ 𝑎𝑚2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

 =

 𝒚𝟏 , 𝒚𝟐 , ⋯  , 𝒚𝒎 dengan 𝒚𝟏 =

 

𝑎11

𝑎12

⋮
𝑎1𝑛

 , 𝒚𝟐 =  

𝑎21

𝑎22

⋮
𝑎2𝑛

 , ⋯ , 𝒚𝟏 =  

𝑎𝑚1

𝑎𝑚2

⋮
𝑎𝑚𝑛

 . 

Sedangkan 

𝑅 𝐴∗𝐴 =
 𝒚 ∈ ℂ𝑛  𝐴∗𝐴𝒖 = 𝒚, 𝒖 ∈ ℂ𝑛 dan 

𝑅 𝐴∗𝐴 = 𝑅 𝐴∗ , maka untuk 

𝒚𝒌 ∈ ℂ𝑛  dengan 𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑚 

berlaku 𝒚𝒌 = 𝐴∗𝐴𝒖𝒌 . Selanjutnya 

diperoleh 

𝐴∗ =  𝒚𝟏 , 𝒚𝟐 , ⋯  , 𝒚𝒎 =
 𝐴∗𝐴𝒖𝟏  ,𝐴

∗𝐴𝒖𝟐  , ⋯  , 𝐴∗𝐴𝒖𝒎  =
𝐴∗𝐴 𝒖𝟏 , 𝒖𝟐 , ⋯  , 𝒖𝒎 . Jika 𝑈 =
 𝒖𝟏 , 𝒖𝟐 , ⋯  , 𝒖𝒎 , maka persamaan 

menjadi 𝐴∗ = 𝐴∗𝐴𝑈, sehingga 

persamaantersebutbiladilakukantrans

poskonjugatdiperoleh𝐴 =  𝐴∗ ∗ =
 𝐴∗𝐴𝑈 ∗ = 𝑈∗𝐴∗𝐴. 

Diketahui𝑌 = (𝐴∗𝐴)(1)𝐴∗, maka akan 

ditunjukan bahwa 𝑌 ∈ 𝐴{1,2,3}. 

Karena𝐴𝑌𝐴 = 𝑈∗𝐴∗𝐴 (𝐴∗𝐴)(1)𝐴∗𝐴 =
𝑈∗𝐴∗𝐴 = 𝐴  , maka 𝑌 ∈ 𝐴{1}. 

Selanjutnyakarena𝑌 = (𝐴∗𝐴)(1)𝐴∗, 

maka 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑌 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴∗ = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 

dan karena 𝐴𝑌𝐴 = 𝐴 maka 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 ≤
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑌. Jadi 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑌 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴. 

MenurutTeorema 4.2, maka𝑌 ∈
𝐴{1,2}. 

Karena𝑌 =  𝐴∗𝐴  1 𝐴∗dan  𝐴 =
𝑈∗𝐴∗𝐴, maka 

𝐴𝑌 = 𝑈∗𝐴∗𝐴 (𝐴∗𝐴)(1)𝐴∗ =
𝑈∗𝐴∗𝐴  (𝐴∗𝐴)(1)𝐴∗𝐴𝑈 = 𝑈∗𝐴∗𝐴𝑈  
dan  𝐴𝑌 ∗ =  𝑈∗𝐴∗𝐴𝑈     ∗ =
𝑈∗𝐴∗𝐴𝑈  = 𝐴𝑌 , maka 𝑌 juga 

memenuhi persamaan Penrose (3). 

Jadi 𝑌 ∈ 𝐴{1,2,3}.  

 

Contoh: 

Diberikanmatriks=

 
1 + 𝑖 0 3𝑖 1

2 2 − 2𝑖 2𝑖 0
1 1 − 𝑖 𝑖 0

 , 

makauntuk 𝐴∗𝐴  1 =

 
 
 
 
 

1

2
−

1

4
+

1

4
𝑖 0 0

−
1

4
−

1

4
𝑖

7

20
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0 

 
 
 
 

diperoleh𝑌 =

 
 
 
 
 

1

2
−

1

2
𝑖 0 0

−
1

2

1

5
+

1

5
𝑖

1

10
+

1

10
𝑖

0 0 0
0 0 0  

 
 
 
 

 dan untuk 

(𝐴𝐴∗)(1) =

 
 
 
 
 

4

31
−

2

31
−

1

62
𝑖 0

−
2

31
+

1

62
𝑖

3

31
0

0 −
1

2
𝑎 𝑎 

 
 
 
 

 

diperoleh 

𝑍 =

 
 
 
 
 
 −

3

31
𝑖

7

62
+

3

62
𝑖 0

−
5

31
−

3

31
𝑖

6

31
+

6

31
𝑖 0

1

31
−

8

31
𝑖 −

3

62
0

4

31
−

2

31
−

1

61
𝑖 0 

 
 
 
 
 

. 

 

6. PENUTUP 

 Berdasarkanpembahasantugasakhir

ini,yaitutentang invers generalized 
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suatumatriks yang memenuhipersamaan 

Penrose, kesimpulan yang 

dapatdiambiladalah: 

1. Invers Moore Penrose merupakan 

invers darisuatumatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  

dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟  yang memenuhi 

keempat persamaan Penrose. 

2. {1}-invers merupakan invers 

darisuatumatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟 yang memenuhi persamaan 

Penrose (1). Untuk mencari {1}-invers, 

maka matriks 𝐴 harus diubah ke dalam 

bentuk Hermit normal terlebih dahulu 

sedemikian sehingga 𝐸𝐴𝑃 =  
𝐼𝑟 𝐾
0 0

  

dan {1}-invers dari 𝐴adalah 𝐴(1) =

 𝑃  
𝐼𝑟 0
0 𝐿

 𝐸. 

3. {1,2}-invers merupakan invers 

darisuatumatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟 yang memenuhi persamaan 

Penrose (1) dan (2). Untuk mencari 

{1,2}-invers, maka matriks 𝐴 harus 

diubah ke dalam bentuk Hermit normal 

terlebih dahulu sedemikian sehingga 

𝐸𝐴𝑃 =  
𝐼𝑟 𝐾
0 0

 dan {1,2}-invers dari𝐴 

adalah 𝐴(1,2) =  𝑃  
𝐼𝑟 0
0 0

 𝐸. 

4. {1,2,3}-invers merupakan invers 

darisuatumatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟yang memenuhi persamaan 

Penrose (1),(2) dan (3) yang 

dinotasikandengan𝐴(1,2,3) dan dapat 

dicari dengan rumus𝐴(1,2,3) =
 (𝐴∗𝐴)(1)𝐴∗. 

5. {1,2,4}-invers merupakan invers 

darisuatumatriks𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  dengan 

𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟yang memenuhi persamaan 

Penrose (1),(2) dan (4). 

yangdinotasikandengan𝐴(1,2,4) dan 

dapat dicari dengan rumus𝐴(1,2,4) =
 𝐴∗(𝐴𝐴∗)(1). 
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