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Unlike global regression models that assume constant parameters
across observations, GTWLL3R allows model parameters to vary

Keywords: across locations and time periods. This study aims to estimate the
LL3R; GTWLL3R; parameters of the GTWLL3R model using the Maximum Likelihood
MLE; Spatio-Temporal; Estimation (MLE) approach. Since the log-likelihood function does
Newton Raphson not have a closed-form solution, parameter estimation is carried out

numerically using the Newton—Raphson iterative algorithm. This
study derives the likelihood function, parameter estimation procedure,
variance—covariance matrix based on the observed information matrix,
and statistical hypothesis testing model. The validity of statistical
inference is established through the Hessian matrix, where the
covariance matrix is obtained from the negative inverse Hessian
matrix. Based on MLE theory, the parameter estimators are
theoretically consistent and asymptotically normally distributed under
regularity conditions. This research is limited to theoretical and
methodological development without simulation or empirical
validation. Future studies are recommended to conduct simulation
analyses and apply the GTWLL3R model to real spatial-temporal
datasets to evaluate estimator performance and model accuracy.

1. PENDAHULUAN

Distribusi Log-Logistic 3-Parameter (LL3D) merupakan perluasan dari distribusi Log-
Logistik 2-Parameter dengan penambahan satu parameter bentuk. Pada distribusi Log-
Logistik 2-Parameter, model hanya melibatkan parameter lokasi dan parameter skala,
sedangkan pada model 3-Parameter ditambahkan parameter bentuk untuk dapat mengontrol
karakteristik-karakteristik seperti simetri, skewness, kurtosis, atau bentuk umum dari
distribusi tersebut (Ahmad, M.I.; Sinclair, C.D.; Werritti, 1988). Namun, pendekatan klasik
dalam regresi seperti LL3R pada umumnya bersifat global, yang berarti bahwa parameter
model dianggap konstan di seluruh wilayah studi. Hal ini menjadi kurang tepat dalam
konteks geografis seperti di Indonesia, maka efek spasial perlu diperhitungkan dalam
analisis data.

Geographically Weighted Log-Logistic 3-Parameter Regression (GWLL3R) mengatasi
keterbatasan model global melalui integrasi distribusi Log-Logistic 3-Parameter serta
pendekatan Geographically Weighted Regression (GWR). Pendekatan ini mengestimasi
parameter regresi secara lokal pada setiap lokasi pengamatan melalui penerapan fungsi
kernel sebagai pembobot. Metode tersebut mampu merepresentasikan heterogenitas spasial
secara lebih optimal karena parameter regresi berubah antarwilayah. Pendekatan ini
memiliki kemampuan adaptasi yang lebih tinggi dibandingkan LL3R sebab parameter
regresi tidak homogen secara spasial.
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Penelitian (Mawadah et al., 2025) telah mengembangkan Geographically Weighted
Log-Logistic 3-Parameter Regression (GWLL3R) untuk mengakomodasi heterogenitas
spasial melalui estimasi parameter secara lokal. Namun, pendekatan tersebut belum
memasukkan komponen temporal secara eksplisit sehingga perubahan karakteristik data
antarwaktu belum dapat direpresentasikan secara optimal. Penelitian (Brunsdon et al., 1996;
Huang et al., 2010) mengembangkan Geographically and Temporally Weighted Regression
(GTWR) melalui integrasi aspek spasial serta temporal secara simultan menggunakan
matriks pembobot berbasis jarak spasial dan waktu. Pendekatan tersebut mampu
merepresentasikan heterogenitas spasial-temporal sehingga estimasi parameter menjadi
lebih adaptif terhadap perubahan lokasi maupun waktu pengamatan. Namun, GTWR pada
umumnya masih didasarkan pada asumsi distribusi Gaussian sehingga kurang sesuai untuk
data kontinu non-negatif yang memiliki kemencengan ke kanan (right-skewed).

Perkembangan penelitian selanjutnya memperluas GTWR ke dalam berbagai distribusi
non-Gaussian, seperti Negative Binomial (Ningrum et al., 2024), Weibull (Prasetya et al.,
2024), Poisson Inverse Gaussian (Sari et al., 2021), Generalized Poisson (Purwanti et al.,
2021), Gamma (Wasani et al., 2021), serta Generalised Gamma (Yasin et al., 2025).
Berbagai pengembangan tersebut menunjukkan bahwa pendekatan spasial-temporal telah
mampu mengakomodasi karakteristik data yang tidak berdistribusi normal. Meskipun
demikian, sebagian besar model terdahulu masih menggunakan distribusi dua parameter
sehingga fleksibilitas model dalam merepresentasikan bentuk distribusi masih terbatas.
Kondisi tersebut menyebabkan model kurang optimal dalam menangkap hazard yang
kompleks, kurtosis ekstrem, maupun tingkat skewness yang tinggi pada data ekonomi
regional (Ord & Getis, 1995).

Sebagai solusi atas keterbatasan tersebut, penelitian ini mengusulkan model
Geographically and Temporally Weighted Log-Logistic 3-Parameter Regression
(GTWLL3R). GTWLL3R adalah pengembangan lebih lanjut dari GTWR yang
memanfaatkan distribusi Log-Logistic 3-Parameter pada data spasial-temporal. Pendekatan
tersebut mampu mengakomodasi variasi distribusi data antarwilayah maupun antarwaktu
pengamatan sehingga sesuai untuk data heterogen yang tidak mengikuti distribusi normal.
Selain itu, GTWLL3R menghasilkan estimasi parameter yang adaptif terhadap perubahan
pola data pada ruang serta waktu sehingga model prediksi menjadi lebih presisi.

Penelitian ini bertujuan mengembangkan model GTWLL3R untuk merepresentasikan
heterogenitas spasial-temporal pada data kontinu non-negatif yang bersifat right-skewed.
Metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) digunakan untuk mengestimasi parameter
lokal melalui matriks pembobot kernel Gaussian adaptif berbasis jarak spasial dan temporal.
Algoritma Newton-Raphson diterapkan pada proses optimasi parameter model. Maximum
Likelihood Ratio Test (MLRT) untuk pengujian hipotesis simultan, sedangkan statistik uji Z
untuk pengujian parameter secara parsial.Kontribusi penelitian ini terletak pada integrasi
distribusi Log-Logistic 3-Parameter ke dalam kerangka regresi spasial-temporal berbobot
lokal. Pendekatan tersebut tidak hanya mengakomodasi heterogenitas spasial-temporal,
tetapi juga mampu merepresentasikan skewness serta bentuk distribusi yang kompleks. Oleh
sebab itu, model GTWLL3R diharapkan menghasilkan estimasi dan prediksi yang lebih
akurat dibandingkan model LL3R, GWLL3R, maupun GTWR konvensional.

2. TINJAUAN PUSTAKA

LL3R merupakan bentuk lanjutan dari distribusi Log-Logistic dua parameter, yang
diperluas menjadi tiga parameter. Tiga parameter tersebut mencakup: Y sebagai parameter
bentuk yang menentukan karakteristik bentuk distribusi; o sebagai parameter skala yang
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mengatur lebar atau penyebaran distribusi; serta u sebagai parameter lokasi yang menggeser
distribusi secara horizontal (Shehata et al., 2022).

Misalkan Y adalah variabel random yang berdistribusi LL3D dengan parameter
(Y, o, 1 ) memiliki fungsi kepadatan probabilitas (PDF) (Singh et al., 1993) pada persamaan
berikut

( ;p—w(y—u)‘”‘l (M
fOM.ma) =1, <(¥)¢>2,¢ >1,6>0,y>u

0, y<u
Model LL3R yang meregresikan parameter lokasi (4) menggunakan fungsi link
logaritma natural (In) karena distribusi Log-Logistic 3-Parameter dibentuk melalui
transformasi logaritma dari variabel yang mengikuti distribusi logistik (Singh, 1998).
Parameter lokasi (¢) dihubungkan dengan variabel prediktor menggunakan transformasi

logaritmik, dengan vektor variabel prediktor x” =[1 x; X, -+ Xk] dan vektor
parameter BT =[1 f; B2 - Pr] Model regresi yang terbentuk berdasarkan LL3D
dapat dituliskan sebagai berikut

In(w) =x"B = p=exp (x'B) 2)

Fungsi kepadatan peluang dari model LL3R (Sulistyaningsih, 2024) pada persamaan berikut
¥y 2 3
yi - exp(x?m> ) ®)

FO,8.0) = (55 0~ expal )1 (1 + ( s
dengan
1) > 1 sebagai parameter bentuk
o > 0 sebagai parameter skala
y; > exp(x! B) untuk i = 1,2, ...,n

Model GWLL3R merupakan pengembangan dari model regresi Log Logistic dengan
mempertimbangkan efek spasial (u;,v;). Parameter yang dihasilkan oleh model GWLL3R
sifatnya lokal, sehingga parameter lokal hanya berlaku pada wilayah tertentu.
Model GWLL3R pada lokasi ke-i ditunjukkan pada persamaan (4) berikut.

u=exp(x"TBw;,v;)); i=12,..,n 4)

Misalkan 0%y;.3r = [(Bu;,v)T ¥; o(u;,v;)]” maka fungsi PDF untuk model
GWLL3R pada Lokasi ke-i ditunjukkan seperti pada persamaan (5)

FOilB(w,v:) ), 0(u;,v;)) = (ﬁ (, - exp(x1B (. v )))‘“)

W\ 2
( <yi —exp (xiTﬁ(ui )V ))> >
1+
o(u;,v;)

GTWRLL3R merupakan pengembangan dari LL3R dengan efek menambahkan efek
heterogenitas spasial-temporal pada estimasi parameter koefisien regresinya. Model ini
dirancang untuk data yang tidak mengikuti distribusi normal, dengan koefisien regresi yang
bervariasi secara lokal berdasarkan koordinat spasial (u;,v;) dan waktu pengamatan
(t;1)- Indeks 1 menunjukkan observasi pada lokasi ke-i dari total n observasi, indeks /
menunjukkan periode ke-/ dari total L periode, sehingga total observasi adalah m X L.
Berdasarkan persamaan (3) maka fungsi kepadatan peluang adalah sebagai berikut:

Y~GTWLLR(By(u;, vi, tu), i, or(uy, vy typ )

()
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L n
- 1 v wr)  ©
f(yillgé%WLBR) = ( l m (yil — exp (xﬂﬁl(ui U by ))) )
=1 =1 ( o, (w, v, ty ))

W\ "2
Vi — exp (xiTzﬁl(ui Vit ))
1+
o (ui, vty )
dengan

Yii = €xp (x?lﬁl(ui Uity ))J
ﬂl(ui » Vi, til)' l/}l' O-l(ui Nz ); [ = 1,2,..L;i=12,..,n

Penaksiran parameter model GTWLL3R dilakukan menggunakan metode MLE dengan
pembobot spasial temporal di setiap lokasi dan periode. Fungsi likelihood dari » sampel
random y;, y,, ... , ¥, yaitu:

L n ) (7)
L(Ql*,GTWLL3R) = 1_[ Hf(YiIWcl;TlWLLsR)
1=1 i=1
dilakukan transformasi /n terhadap persamaan (7) seperti dibawah ini.
(8)

L n
In L(gl*,GTWLL'S.R) = 1_[ 1_[ In f(yillgé*?!WLLSR)
1=1 i=1
Maka bentuk persamaan dari model GTWLL3R pada periode ke-i, Dimana L =
1,2,..,L"dant; = u;,v;,t; adalah:

L n
In L(Ql*,GTWLLsR) = 1_[ 1_[ Wi+ In f(yil |9(i;1£WLL3R)
=1 i=1

w;;+; adalah bobot spasial temporal yang menggambarkan kedekatatan geografis antara ke-i
dan lokasi ke i* dan 6ffwise = (B, (u, v t) W1 oy, vit)] -

Langkah selanjutnya adalah membuat turunan parsial pertama dari In f (yu |9£¥WLL3 R)
pada persamaan (9) terhadap masing-masing parameter. Jika diperoleh fungsi turunan parsial
pertama berbentuk tidak closed form, maka diperlukan iterasi numerik untuk
menyelesaikannya. Dalam penelitian ini, iterasi numerik yang digunakan yaitu Newfon
Raphson. Pengujian hipotesis parameter model GTWLL3R terdiri dari tiga bagian yaitu
pengujian hipotesis secara serentak menggunakan MLRT dan pengujian secara parsial
menggunakan uji Z

)

3. METODE PENELITIAN

Estimasi parameter pada GTWLL3R dengan metode MLE dilakukan bertahap pada
setiap periode dengan ikut menyertakan amatan periode sebelumnya. Penaksiran parameter
periode ke-1 menggunakan sejumlah » data pada periode ke-1. Penaksiran parameter pada
periode ke-2 menggunakan sejumlah n data pada periode ke-1 dan n sampel data pada
periode ke-2. Penaksiran parameter pada periode ke-L menggunakan sejumlah » data pada
periode ke-1, periode ke-2, hingga periode ke-L. Langkah-langkah untuk memperoleh
penaksir parameter adalah sebagai berikut.

a. Membentuk fungsi likelihood model GTWLL3R pada persamaan (7)
b. Membentuk fungsi /n likelihood pada persamaan (8)
c. Mengalikan L(Gl*,GTWLBR) dengan pembobot spasial-temporal w;;+; pada persamaan

€))
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Memaksimumkan L(@l*,GTWL L3 R) dengan mencari turunan pertama terhadap parameter
di lokasi ke-i* periode ke-L, dan menyamadengankan turunan pertama dengan nol.

OL(0y grwiLsr) _ OL(0y grwiL3r) _ OL(6y grwiL3r) _
OB (ui vixtig) ’ oYy * 00y (upr i ting)
Apabila langkah (d) menghasilkan persamaan yang tidak closed form maka dilakukan

iterasi numerik menggunakan metode Newrfon Raphson. Vektor gradien g(of’”gTW LL3 R)
merupakan vektor turunan pertama fungsi /n likelihood model GTWLL3R dan membuat
matriks H (AgngWL L3 R) yang elemen didalamnya terdiri dari hasil turunan kedua dari
fungsi In likelihood. Adapun langkah-langkah iterasi numerik menggunakan metode
Newton Raphson sebagai berikut :

- T
1. Nilai taksiran awal parameter 01 GTWLL3R [B o Yo 6'(0)] dimulai dari m =
0 pada persamaan

A(m+1) A0m) (m) (m) 10
0; GTWLL3R =0 erwiLar (91 GTWLLBR)g (91 GTWLLSR) (10)
Aalm .
dimana 6. GTWLL3 r adalah estimasi ketika m kali iterasi
2. Iterasi berhenti jika ” BfmGJrTlV?,LB R BfmgTWL L3R ” < g, dimana € merupakan sebuah

bilangan positif yang sangat kecil.

. . - — m
3. Didapatkan penaksir parameter 0 gryrr3r = f (3TWLL3 R

4. Didapatkan C/()\v(ai*'GTWLLgR) = _H_l(agngWLL3R)
5. Didapatkan juga v’dr(ﬁj(ui,vi, ti)) adalah elemen diagonal yang bersesuaian dari

cov (ai*,GTWLL3R)

6. Didapatkan juga SE(,[?j(ui* , Vi, ti*l)) = \/V/Er(ﬁj(ui* » Vi) ti*l)),

SE (6(“1'* , Vi*, ti*l)) = \/V’dr (ﬁ(ui* y Ui, ti*l)) , SE (ll)A) = V/(IT' (IlJA) .

Selanjutnya pengujian secara serentak dilakukan untuk menentukan apakah variabel

prediktor secara serentak berpengaruh terhadap variabel respon. Adapun langkah-langkah
sebagai berikut :

1.

ii.

1il.

1v.

¢

Menentukan himpunan parameter dibawah H,, (L((’BIGTWLLSR)) dan fungsi likelihood

dibawah populasi L(ﬁl CTWLLS R).

Menentukan L(wl*,GTWLBR) yaitu In likelihood dibawah H, yang dikalikan dengan
pembobot spasial-temporal w;;+; untuk mendapatkan penaksir parameter dibawah H,,
untuk setiap lokasi ke-i pada periode ke-[.

Memaksimumkan L(wl*_GTWLm R) dengan mencari turunan pertama terhadap

parameter-parameternya kemudian disama dengankan nol.
Hasil turunan langkah ke-iv menghasilkan persamaan yang tidak closed form sehingga
diselesaikan dengan iterasi Newton Rhapson dengan persamaan sebagai berikut.

(m+1) z(m) -1 (plm) 2(m)
(ugs v tye) f(u wisti) H (g(ui* 'vi*'ti*l)) 9 (E(ui* 'vi*'ti*l))
dimana

fg?i v ti) [ﬁa)O(ul* » Viry Ly l)(m) lpw( m) 6o (Ui, i, Uy l)(m)]
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merupakan vektor parameter di bawah H, dari pengamatan ke-i* iterasi ke-m. Iterasi

dilakukan i* = 1,2, ... , n dan berhenti saat konvergen atau ”?E?itl) —
¢ E;n) vt || < & € merupakan bilangan positif yang sangat kecil.
[ AR AR A
v.  Membuat L(QlGTWLLsR) = oy max L(QlGTWLLsR) dan L(leTWLLSR) =
GTWLL3R
max L(&\)lGTWLL3R)
DlGTwLL3R
vi. Menentukan likelihood ratio test:
_ L(@igrwiLzr)
MNerwirsr = 7=~ (11)
L(‘QlGTWLL3R)

dimana untuk daerah penolakan dari H, yakni Aigrw < Agrwirsro) <1 dan

o =P(Agrwirsr < AlGTWLLSR(O) |Hobenar)
vii. Menetukan statistik uji G lZGTW LL3R
viii. Menentukan distribusi dari GZpy .35 dan daerah penolakan H,.

Selanjutnya pengujian parameter secara parsial dilakukan apabila dalam pengujian
serentak diperoleh keputusan tolak H,. Hal ini dilakukan untuk mengetahui signifikansi
masing-masing parameter dalam model. Langkah-langkah dalam pengujian parameter
model secara parsial sebagai berikut:

i.  Membentuk hipotesis untuk menguji model GTWLL3R secara parsial. Dalam
pengujian parsial dilakukan untuk menguji signifikansi pengaruh dari masing-
masing variabel prediktor terhadap variabel respon. Beberapa parameter yang
dilakukan pengujian parsial diantaranya B (u; , v;, ti;), Y1, o(u; ,vi, ti )

o Untuk parameter §;

Hy: Bji(uy, v, t) =0

H1: ,le(ui, v, ti) * 0,] =0,1,2, v, D i=12,..n
o Untuk parameter o;(u;,v;, t;; )

Hy: oy(u;, vty ) =0

Hy: op(u;, vty ) #0
o Untuk parameter ¢

Hy:y; =0

H1: lpl * 0

ii.  Menentukan statistik uji dilakukan dengan membentuk statistik uji berdasarkan nilai
p; - Nilai ini dibandingnkan dengan simpangan bakunya untuk menghasilkan statistik
uji Z teori limit pusat.

iii.  Menentukan daerah penolakan H,. Jika nilai statistik uji yang diperoleh lebih besar
daripada nilai kritis, maka hipotesis nol ditolak.
iv.  Membuat kesimpulan dan interpretasi

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Penaksiran parameter model GTWLL3R dilakukan dengan menggunakan metode MLE
dan iterasi numerik Newton Rhapson. Langkah pertama dalam menaksir parameter adalah
membentuk fungsi likelihood sesuai persamaan (12) berikut:

JURNAL GAUSSIAN Vol. 15, No. 1, Tahun 2026 Halaman 217



v (12)
L(Ql GTWLLBR) HH( %( Y, — exp (xZBl(ui,vi, t”))) )
(O_l (u UL il ))
¥\ 72
< <3’iz —exp (xizﬂz(ui Uity ))) )
1+
oy (ui, vy, )
Selanjutnya membentuk fungsi /n likelihood sebagai seperti persamaan dibawah ini
In L(el*,GTWLL3R) (13)
DRI ;
i=1 i=1 <(01(u Ul ttl))
Z Z(lpl - 1) lIl ll exp( zlﬁ (u vyt ll)))
=1 i=1
¥,
— €exp ( Zﬁl(ui » Vi til))
Z Z 2In| 1+
o, (v, )
=1 i=1

untuk menaksir parameter pada lokasi-i * dilakukan dengan mengalikan fungsi In likelihood
dengan pembobot spasial w;;+; dan diperoleh P«

In L(Ql*,GTWLL3R) (14)
Z z Wit In < l )
llLl (al(u Vi tll))

+ Z z wiel(¥, = 1) in(y,, — exp(liB,ue, v t) )
=1 =1
Z Z < <J’i - exP(xgﬁl(ui*: Vg, 6) )l/}l)

- wy2in| 1+
e~ i~ o (U, V) tey)

Estimasi parameter lokal model GTWLL3R dilakukan dengan memaksimumkan fungsi
In likelihood dan mencari turunan parsial pertama terhadap masing-masing parameternya
yakni B;(u;+, vi+, ti=;), oy(u;+, v+, ti<1), P, dimana t;+ = u;+, v+, t;+; untuk setiap lokasi ke
i*dan periode ke-/.

(15)
oln L(6,- GTWLL3R i 2w 2, Py (A V! _ Wi () — DHH\‘
3Bt T\ A;
B =1 =1 \Ulwl( t) (1 + (G;Elilfl-*)> ) ' /
B (16)
L 2wy (A, In—LL
din L(6 u S ;
( 3iZlTWLL3R) D 2| At () + i) - o

=1 i=1

t;
¥
A I
L
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n 17
ln L(6; GTWLL3R) ZL: W, (A Wi (17
9o ( t : Wi Ai ¥, o ( ti*)
! =1 ot (t) (1 + (—0'1( tll)) ) !
Persamaan (15), (16), dan (17) menghasilkan persamaan yang tidak closed form. Oleh
karena itu, untuk memperoleh penaksir parameter model GTWLL3R maka dilakukan iterasi
numerik Newton Rhapson.

Langkah pertama dalam iterasi Newton Rhapson yakni taksiran parameter awal dalam
éL(o) = [ﬁl( t: )y G1(t) (o @,?0)] dimana nilai taksiran parameter menggunakan nilai
penaksir parameter LL3R. Selanjutnya membentuk vektor gradien (g) dan matriks Hessian

=1

9 (efm(gTWLL3R) (18)
_ [aln L(Ql*,GTWLLsR) din L(el*,GTWLL3R) din L(el*,GTWLLSR) ’
B (L) oY, doy(t;+) 6=0" ik
H (/o\qugTWLL3R( ti*) (19)
[0%1n L(gl*,GTWLL3R) 0%In L(Bl*,GTWLL3R) 0%In L(el*,GTWLL3R) T
0B (tp)0B ()" OB ()0 (E;) dB(ti-) 0oy (t;)
~ 02 L(0y grwirsr) 02 L(01 grwiLsr)
- oPf (t;) Wi (ti) 00, (t;r)
Simetris O7tn L(ezl*'GTWLLSR)
O

matriks Hessian merupakan matriks dengan elemennya terdiri dari turunan parsial kedua
L(Bl*'GTWL 13 R) terhadap masing-masing parameter seperti berikut.

02 L(0p grwiLsr) _ (20)
ap1(ty)ap ()T

(I»lil(Ail)wl_l—(lpl—l)(ﬂil)z(Ail)wl_z)(a( ti*)wl+(Aiz)¢l)+¢l(ﬂiz)2 (4)2¥12
(ou(te)?L+ (ag)¥t)’

L
I=1 Diz1 2Wip

(A i)
Wul(l/)l_]-)ul .

(4)?
9% L(0y grwiLsr) =YL y» 2wy pa(A) ¥ A+ In(A) (ou( ) Vi+UAYY) (21)
3(Bu(t)oyy f=1ai=t (o te)? + (A1)
—Pi(o1(t)¥1In oy (£)+ (A% In(4y) Wik Bl
(o1(t) Pl + (Ail)wz)z Yiu—Hil
9% L(8y* grwLLsr) =yL yn (— Zwii*wlZﬂil(Ail)wl_l(O'l(ti*))wl_l (22)
s B (ortp)¥e+ (ap¥)’

A\ A\ (23)
9?in L(61 grwiLsr) =YL yn _Wii*lln( (4 ) Wit l(oz(ti*)) (ln(al(ti*)))
ap? =1 Yi a1( ) <1+( Ajp )W)z
O'l(tl-*)
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0 L0 grwiisr) _ oL n Wi (24)
Yy doy(ty) = Zi=12i=1 (_ Yo L) +
(a1 t)¥PL+ AP~y (o1( ti*))wl_lln( 2ul ))

”l(ti*)

1
2wy (Ay) ¥ 2
i1 (Air) (o1t ¥+ (ap¥r)”

Ajl Zwl_ Ay \Wi (25)
I L(Or grwiLsr) _ i n Wi P (( "l(ti*)) 1) t2d (ffz(%*))
(Jl(ti*))z B Zl_lZi_l B (o1(t))? Ay Y 2
<1+(01(t,-*)> >

dengan
uy = exp(xXBi(t)); ty = wp, vt i =12,..m
Ay =yu — I i

Mensubsitusikan nilai awal taksiran parameter HL(O) =

[Bl(ui* ity O, v ti) (o) lﬁl(To)] terhadap vektor g(8;(u;- ,v;+, t;)) dan
matriks H(@l(ui* ,vi*,ti*l)) sehingga diperoleh vektor gradien g(al(ui* ’Ui*'ti*l)o) dan
matriks H(0;(ug, v;s, t+)o). Iterasi dilakukan untuk i* = 1,2,..,n dan 1 =12,...,L
dimulai dari m = 0 pada persamaan dibawah ini

pm+1) _ pm -1(pm am)

0:- crwisr = O grwirsr —H (ei*,GTWLL3R)g(ei*,GTWLL3R)
dimana ?O\ETG)TW 11.3p Merupakan sekumpulan penaksir parameter yang konvergen pada lokasi
ke- i* dan periode ke-L saat iterasi ke- m = m + 1 apabila belum memperoleh penaksir
parameter yang konvergen. Iterasi berhenti jika | Ag:nc?‘juw R~ ?U\ETG)TWLB R ” < g, dimana

¢ merupakan sebuah bilangan positif yang sangat kecil.

Setelah estimasi parameter melalui iterasi Newton Raphson, proses berlanjut ke
pengujian hipotesis. Sebelum melakukan pengujian serentak dan parsial pada parameter
model GWLL3R, dilakukan pengujian kesamaan model untuk menentukan apakah model
GTWLL3R menawarkan kecocokan yang secara signifikan lebih baik daripada model
GWLL3R. Pengujian ini untuk perbandingan model didasarkan pada Maximum Likelihood
Ratio Test (MLRT)

Hipotesis dalam pengujian kesamaan model spatio-temporal dan spasial yakni:
Ho:ﬂj(ui* ,Ul'*,ti*l) = 'B],_] = 0,1,2, ,k ; i= 1,2, W n
H,: minimal terdapat satu B (u;« , v+, t;+) # f;
Statistik uji yang digunakan yakni :
Géwiisr / (26)
F, = A dfy
GTWLL3R
fa,

GZwiL3g merupakan nilai devians (LRT) dari model spasial dengan derajat bebas df; =
n(Q) — n(w), dimana n()) merupakan jumlah parameter dibawah populasi pada model
GWLL3R dan n(w) merupakan jumlah parameter dibawah H, model GWLL3R, sedangkan
G2rwisr adalah nilai devians model spatio-temporal dengan derajat bebas df, = n(Q) —
n(w), dimana n(£) merupakan jumlah parameter dibawah populasi pada model GTWLL3R
dan n(w) merupakan jumlah parameter dibawah Hy model GTWLL3R.

Selanjutnya apabila dalam pengujian kesamaan model diperoleh keputusan untuk tolak
H,, pengujian dilanjutkan dengan pengujian hipotesis secara serentak. Pengujian parameter
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secara serentak bertujuan untuk mengetahui signifikansi parameter secara bersama dalam
model. Hipotesis dalam pengujian serentak yakni:

Hy 2 Br(uis ,vps tie) = Bo(uys , vy tye) = o = By, v, t0) =0 ;i=12,...,n
H; : minimal terdapat satu Bj(ui* Vi ti) 0,7 =01,2,...,ki=12,...,n
Setelah menentukan hipotesis, langkah selanjutnya adalah menentukan LRT dengan
membandingkan nilai maksimum fungsi /n likelihood dibawah populasi (InL(QGTWLL3R))
dan fungsi In likelihood di bawah H, (In L (oGTWLL3R))- Membentuk statistik uji
GérwiLar Seperti pada persamaan (27) sebagai berikut.

Gérwiizr = 2 (lnL (ﬁGTWLLsR) In L((‘\)GTWLL3R)) (27)
_2<221n(0(u — t)) 2(1/)—1)111 yl—exp(x Bu;, vlt)))
1=1i=1 v

1=1i=1 1 i

L n
ZZ( Py — 1) ln —exp (ﬁwo(ui » Vi ,fi))) -

=1 i= R
o ( ( i — exp ﬁwo(ul Vit )))w )
ZZ 1+

=< G0 (uy,vi, t)

GérwiLsr mengikuti pendekatan distribusi chi-square dengan n yang besar, maka
Gérwiir > ng,df dan df = n(Qerwiizr —n (@grwiizr) = np, sehingga keputusan untuk
tolak H apabila GéTWLL3R(hitung) > ch,df-

Pengujian parameter secara parsial dilakukan apabila dalam pengujian serentak
diperoleh keputusan tolak H,. Hal ini dilakukan untuk mengetahui signifikansi masing-

masing parameter dalam model. Pengujian hipotesis parsial sebagai berikut :
Tabel 1. Pengujian Hipotesis Parsial Model GTWLL(3)R

L& i Tﬁ(l Lt) ShN b
ZZZln<1+<y exf:(g“vlil)v ) )-2(221 (aw(ul Vo b ))+

Parameter B;(t;) o(t;) Y
Hipotesis IZIi :: %} jt (()) Ij.?l :; g ; (? ?/jj 2
Zp;(t;) . -
Statistik Uji _ B Eti) Zo(t) = % Zy = SEl/E )
SE (ﬁj (ti))
Pgliiﬁl;n |Zﬂ,-(t,-)| > Zay2 |Zowep| > Za 1Zy| > Zo
I;Z%zliuzn |Zﬁj(ti ),hit| > Zas2 Zs(t)hit > Za Zy it > Za

dengan SE (Var (8;(¢))) = |Var (B;(t)). SE (6(t)) =+Var (6(t)), SE @)=
/ Var (1) . Varians dari nilai Var (8;(t;)), Var (6(t;)), dan Var () diperoleh dari

elemen diagonal utama matriks varians-kovarians taksiran, yang dihitung sebagai
—~ (D _ —-1(o
COU(GGTWLL3R) =-H (GGTWLLSR)-
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5. KESIMPULAN

Estimasi parameter untuk model GTWLL3R dilakukan menggunakan metode
Maximum Likelihood Estimation (MLE) karena fungsi likelihood berbentuk tidak closed
form diperlukan pendekatan optimasi numerik Newton Raphson untuk menjamin
konvergensi dan stabilitas numerik. Konvergensi estimasi parameter dicapai ketika iterasi
Newton—Raphson memenuhi kriteria galat yang sangat kecil sehingga solusi parameter
dianggap stabil. Berdasarkan teori MLE, estimator parameter secara teoritis bersifat
konsisten dan asimtotik normal apabila kondisi regularitas terpenuhi. Validitas inferensi
statistik pada model dibangun melalui matriks Hessian dan observed information matrix,
sehingga matriks varians—kovarians parameter dapat diperoleh dari negatif invers matriks
Hessian. Setelah estimasi parameter dilakukan, pengujian hipotesis dilakukan untuk
mengevaluasi kesamaan model antara model GWLL3R dan model GTWLL3R yang
diusulkan. Pengujian simultan dilakukan menggunakan Maximum Likelihood Ratio Test
(MLRT), sedangkan pengujian parsial dilakukan menggunakan uji-Z. Penelitian ini masih
memiliki keterbatasan karena pembahasan lebih difokuskan pada pengembangan teoritis
model dan prosedur estimasi parameter. Oleh karena itu, penelitian selanjutnya disarankan
untuk melakukan studi simulasi guna mengevaluasi ketepatan estimasi parameter
GTWLL3R pada data nyata di bidang kesehatan, lingkungan, ekonomi, maupun sosial.
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