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Nonparametric Regression; lead to multicollinearity, which results in unstable parameter
Fourier Series; Ridge Regression;  estimation due to the near-singularity of the design matrix. While the
Multicollinearity, Generalized Fourier approach has been widely developed for curve estimation, its
Cross Validation theoretical framework has not explicitly accommodated this issue.

This research introduces a ridge—Fourier series estimator for
nonparametric regression to achieve stable parameter estimation in the
presence of multicollinearity. The estimator is derived under a
penalized likelihood framework by incorporating a ridge penalty into
the Fourier series model and optimizing it using Maximum Likelihood
Estimation (MLE). This approach yields a closed-form estimator with
reduced variance and improved numerical stability while retaining the
flexibility of the nonparametric structure. The oscillation parameter
and ridge penalty parameter are determined through the Generalized
Cross Validation (GCV) criterion to achieve an optimal smoothing
level. This research's major contribution involves the theoretical
formulation and derivation of the ridge—Fourier series estimator within
the additive nonparametric regression model.

1. PENDAHULUAN

Regresi merupakan alat pengujian statistika yang umum digunakan dalam mengkaji
pengaruh variabel prediktor terhadap wvariabel respon, selain itu digunakan untuk
mengidentifikasi bentuk estimasi pada kurva regresi. Ada beberapa pendekatan yang sering
dimanfaatkan dalam menyelidiki bentuk estimasi dari kurva regresi, salah satunya dengan
pendekatan nonparametrik. Pendekatan nonparametrik dalam analisis regresi menjadi
alternatif dalam menyelidiki bentuk kurva regresi apabila pola data yang digunakan tidak
dapat diidentifikasi menggunkan scatter plot (Eubank, 1999). Berbagai estimator untuk
kurva regresi nonparametrik yang telah dikembangkan meliputi spline, deret Fourier, kernel
dan lain-lain. Dari beberapa estimator yang telah dikembangkan untuk melakukan estimasi
model regresi, deret fourier menjadi salah satu estimator yang diminati karena
kemampuannya dalam menangani sebaran data siklik menggunakan trigonometri, khusunya
fungsi cosinus (Bilodeau, 1992).

Dalam metode regresi klasik, salah satu asumsi utama yang harus terpenuhi adalah tidak
terjadi multikolinearitas karena akan menyebabkan analisis regresi kurang valid (Wasilaine
et al., 2014). Namun, kenyataannya sering ditemukan kondisi dimana variabel prediktor
memiliki hubungan yang sangat erat sehingga mengakibatkan varians yang besar pada
estimasi parameter (Kutner et al., 2004). Menurut Montgomery (2012), terdapat beberapa
metode yang dapat digunakan untuk mengatasi masalah multikolinearitas, di antaranya
adalah pengumpulan data tambahan, model respecification, ridge regression, dan principal
component regression (PCR). Di antara metode tersebut, pendekatan yang banyak
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direkomendasikan adalah ridge regression. Regresi ridge merupakan metode yang
dirancang untuk memperoleh estimasi koefisien regresi yang stabil dalam menghadapi
multikolinearitas. Metode ini dirancang untuk menangani korelasi besar antar variabel
independen dalam model regresi yang dapat membuat matriks koefisien mendekati
singularitas sehingga, berakibat pada ketidakstabilan hasil estimasi parameter regresi (van
Wieringen, 2023).

Pengembangan regresi nonparametrik dengan fungsi deret fourier sudah banyak
dilakukan seperti dalam (Bilodeau, 1992; Sudiarsa, 2015; Salim et al., 2022; Khairunnisa et
al., 2020; Zulfadhli et al., 2024; Rasyid et al., 2025). Namun, penanganan terhadap
permasalahan multikolinearitas dalam model regresi nonparametrik masih belum dibahas
secara mendalam, terutama ketika model melibatkan faktor-faktor yang berpotensi saling
berkorelasi tinggi. Regresi ridge menjadi pilihan untuk mengatasi multikolinearitas karena
kemampuannya dalam menstabilkan estimasi sehingga bias dan varians tetap seimbang
seperti yang dilakukan dalam penelitian (Roozbeh & Arashi, 2016; Rahmawati & Suratman
2022; Nayem et al., 2025). Merujuk pada penelitian sebelumnya, penelitian ini akan
mengembangkan metode yang mampu mengatasi pola yang bersifat berulang mengikuti tren
pada kondisi multikolinearitas atau data yang mengandung korelasi tinggi antar variabel
prediktor misalnya data ekonomi. Hal ini disebabkan karena data-data ekonomi sering
berkorelasi (Andini et al., 2025). Karena itu, penelitian ini bertujuan untuk menghasilkan
estimator ridge-deret fourier yang diterapkan pada model regresi nonparametrik dengan
pendekatan Maximum Likelihood Estimation (MLE) serta menggunakan Generalized Cross
Validation (GCV) untuk menentukan parameter osilasi dan parameter ridge teroptimal yang
diharapkan memberikan solusi yang lebih stabil dan andal dibandingkan estimator deret
fourier konvensional dalam kondisi multikolinearitas.

2. TINJAUAN PUSTAKA

Regresi nonparametrik adalah metode yang diterapkan apabila bentuk atau struktur
kurva regresi antara variabel dependen dan independen tidak diketahui secara pasti
(Zulfadhli et al., 2024). Regresi nonparametrik dapat menangani data yang kompleks dan
mengidentifikasi efek nonlinear dari variabel prediktor pada variabel respon. Misalkan
terdapat n sampel acak untuk data berpasangan (x;, y;) dengan i = 1,2, ..., n maka model
regresi nonparametrik dapat dituliskan dalam persamaan (1) berikut (Ramli et al., 2023).

yi=90)+eg (1)
dengan,
Vi : variabel respon pada observasi ke-i
X; : variabel prediktor pada observasi ke-i
g(x;)) :kurva regresi nonparametrik untuk x; diasumsikan halus (smooth)
& : error random diasumsikan mengikuti distribusi normal dengan mean nol, variansi

02, identik, dan independen.
Deret fourier pada regresi nonparametrik adalah sebuah metode untuk

merepresentasikan fungsi periodik dalam bentuk kombinasi fungsi sinus dan kosinus. Dalam
estimasi fungsi, deret fourier dapat digunakan untuk menangani data yang memiliki sifat
siklik atau periodik (Sudiarsa et al., 2024). Estimasi kurva deret fourier dipengaruhi oleh
parameter osilasi (S) dengan semakin panjang osilasi maka gelombang yang dihasilkan
semakin rapat (Dani et al., 2022). Karena g(x;) bersifat kontinu dalam interval 0 < x; < 7,
dan didekati dengan fungsi deret fourier, maka g(x;) dituliskan seperti pada persamaan (2)
berikut (Bilodeau, 1992).
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s
1
g(x) = bx; + 2o + Z ascossx; ,s=12,..,8 (2)
s=1

Sehingga model regresi nonparametrik dengan fungsi deret fourier dituliskan dalam
persamaan (3) berikut (Bilodeau, 1992).
N

1
yi=bxi+EaO+ZaScossxi+si,s=1,2,...,5 )
s=1
dengan,
Vi : variabel respon pada observasi ke-i
X : variabel prediktor pada observasi ke-i
g(x;)  :kurvaregresi x; yang didekati dengan fungsi deret fourier

b, ay, a, : parameter model dalam fungsi deret fourier
& : error random untuk pengamatan ke-i diasumsikan mengikuti distribusi normal
dengan mean nol, variansi o2, identik dan independen.

Jika diberikan variabel-variabel xy;, x;, ..., x,; maka fungsi multivariabel g dapat
dituliskan pada persamaan (4) berikut (Budiantara, 2019).

yi=g)+g “4)

dimana,
g(x;) = g(xu"xzt' ---:xqi)

Maka model regresi nonparametrik deret fourier multivariabel yang terbentuk seperti
pada persamaan (5) berikut (Bilodeau, 1992).

q S
1
y; = Z (blxli + anz + ag; COS sxli> + g %)
=1 s=1
dengan,
b, : parameter koefisien linier untuk variabel prediktor x;;
Ao : parameter konstanta (intersep) untuk komponen ke-/
ag : parameter koefisien fourier untuk osilasi ke-s pada komponen ke-I

Berdasarkan model deret fourier diatas, maka dapat dituliskan dalam bentuk matriks
berikut.

y=XB+e (6)
dengan,
e=y—XpB (7
Jumlah kuadrat error pada persamaan (7) dapat ditulis dengan,
Z e=ele=H-Xp"(y—XP) (8)
Sehingga dihasilkan estimasi parameter berikut.
B=(xTx)"'xTy ©)

Pada saat terjadi multikolinearitas maka matriks (X7X )_1X Ty dalam estimasi parameter
regresi linier menjadi hampir singular, sehingga menyebabkan varians estimasi parameter 8
sangat besar. Oleh karena itu, Hoerl dan Kennard pada tahun 1970 memperkenalkan metode
regresi ridge. Regresi ridge merupakan salah satu teknik yang dirancang untuk menstabilkan
estimasi koefisien regresi dalam kondisi multikolinearitas, yaitu ketika terdapat korelasi
tinggi antar variabel bebas (Wasilaine et al., 2014). Untuk mengatasi masalah ini, regresi
ridge menambahkan parameter penalti (1) ke dalam proses estimasi untuk mengecilkan nilai
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koefisien regresi secara terkontrol. Dengan demikian, fungsi objektif yang diminimumkan
tidak lagi hanya berdasarkan jumlah kuadrat galat, tetapi juga mempertimbangkan penalti
terhadap kompleksitas model, yaitu:

n

min{Q(8)} = min {Z e + AIIBIIZ} = min{(y — XB)"(y — XB) + AIlBII*)

i=1
n

min{Q(B)} = min {Z & + AIIBIIZ} = min{(y - XB)" (v — XB) + AB" B} (10)

i-1
90(B)

dengan syarat TR 0 maka didapatkan estimator 8 berikut,

Briage = (XTX + A1) ' XTy (1D

Penambahan penalti ini menyebabkan estimator koefisien tidak lagi unbiased, namun
memiliki varians yang lebih kecil, terutama dalam kondisi multikolinearitas. Hal ini dapat
ditunjukkan dari bentuk estimator ridge,

Briage = (XTX + A1) ' XTy = (XX + A1) XTXp = H,B
sehingga, E(Briage) = E(H3B) = HyB., yang pada umumnya tidak sama dengan f. Oleh
karena itu, estimator ridge merupakan estimator yang bias dengan parameter (1) berperan
sebagai biasing parameter (Montgomery et al., 2012). Nilai A yang lebih besar menghasilkan
efek regularisasi yang lebih kuat, yang mengarahkan nilai koefisien regresi g semakin kecil
sehingga model menjadi lebih stabil dan tidak dipengaruhi multikolinearitas (Hastie et al.,
2008).

Dalam menentukan estimator deret fourier yang paling tepat, bergantung pada
pemilihan paramater osilasi yang optimal. Parameter osilasi yang sangat kecil akan
menyebabkan kurva kurang halus (under-smoothing), sebaliknya parameter osilasi yang
sangat besar akan membuat kurva terlalu halus (over-smoothing), sehingga tidak
mencerminkan pola data dengan baik (Salim et al., 2022). Salah satu kriteria pemilihan
parameter osilasi optimal dan parameter penalti (1) pada model regularisasi atau smoothing
adalah GCV. Pada regresi nonparametrik berbasis deret fourier, GCV digunakan dalam
menentukan jumlah komponen harmonik atau osilasi yang optimal. Metode ini banyak
digunakan untuk memastikan keseimbangan antara kompleksitas model dan tingkat
ketepatan estimasi (Wu & Zhang, 2006). Fungsi GCV yang digunakan dalam regresi
nonparametrik deret fourier mengacu pada persamaan (12) berikut (Khairunnisa et al.,
2020).

nt YL - 907
(n‘ltrace(l - H(S)))2 ’ (12)

-1
dengan, H(S) = X(S) (X T($)X (S)) XT(S) dimana dijabarkan sebagai,

GCV(S) =

S : parameter osilasi optimum
n : banyaknya pengamatan
H(S) :matriks hat yang memuat parameter osilasi optimum.
Model terbaik didapatkan dari nilai GCV terkecil, niai GCV terkecil menunjukkan nilai
Means Squared Error (MSE) yang rendah (Izumi & Teti Sofia Yanti, 2023).

3. METODE PENELITIAN
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Penelitian ini menyusun pengembangan langkah-langkah untuk memperoleh estimator
ridge-deret fourier pada regresi nonparametrik sebagai berikut.
Tahap 1. Persiapan penelitian
Pada tahap ini, dilakukan tinjauan pustaka dengan mengkaji literatur yang mendukung
penelitian ini.
Tahap 2. Mendapatkan estimator regresi nonparametrik Ridge-Deret Fourier
Dilakukan langkah-langkah sebagai berikut,
1. Diberikan variabel respon y; dengan variabel prediktor x,;, x5;, ..., X4; yang mengikuti
model regresi nonparametrik :
vi = g1, %21, o, xgi) + €51 =12, ..,n (13)
2. Mengasumsikan setiap kurva regresi g(xy;, xz;, ..., %4;) bersifat aditif sebagaimana
pada persamaan (4) dan dapat dituliskan sebagai berikut.
q

g(xu',xzt; ---rxqi) =gQey) + glxy) + -+ g(xqi) = Zg(xli) (14)
=1
3. Mendekati kurva regresi nonparametrik menggunakan fungsi deret fourier dengan

osilasi sebanyak s mengacu pada persamaan (2) dan (5).

q q s
Z g(xy) = ag + z (blxli + Z as; COS sxli) (15)
=1 =1 s=1

dengan, aj = Z?ﬂ%am
4. Menuliskan kembali model regresi nonparametrik Deret Fourier berdasarkan
persamaan (5) menjadi,

q s
yi=ay+ Z <blx” + Z ag; COS sxli> +&;i=12,..,n (16)

=1 s=1
dengan model error random berikut,

q s
&=y, —ay— z (blxu- + Z ag; COS sxli>,i =1,2,..,n. (17)

=1 s=1
Error random diasumsikan berdistribusi normal dengan mean 0 dan varians o2.
5. Membentuk fungsi log-likelihood untuk parameter # menggunakan distribusi normal
yang diasumsikan pada persamaan (3) sebagai berikut,
B=1[b1 ap a1 Az .. as1 .. by agy A .. agq]”

= 1 (gi)z
L(B) = 11:1[ (—27_[0_2 eXp (_ 20-2>
£(B) = log(L(B))
2

n q S
n 1
2(B) = —Elog 2mo? — ﬁz (yi —ay — Z (blxu- + ) agcos sxli>> (18)

i=1 =1 s=1
6. Memaksimalkan fungsi log likelihood yang dijumlahkan dengan penalti ridge seperti
pada persamaan (10) dan (11) berikut,

n q S 2
n 1
arg ml?x(f(ﬂ)) = —Elog 2no? — Fz (yi —ay — z (blei + ) agycos sxll-)) +P(B) (19)

i=1 =1 s=1

dengan penalti ridge, P(B) = 1||B]|? sehingga,

S

n q 2
n 1
arg ml?x(w‘?(ﬁ)) = —Elog 2mo? — FZ (}’i —ap— Z <blxli + ; ag; cos lei)) + 211BII? (20)

i=1 =1

7. Menyelesaikan optimasi,
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1
argmax(£(8,1)) = ~5log2mo® 5 (v ~ X' & ~XSOB) + 2B (21)
8. Menyelesaikan optimasi dengan menggunakan turunan,

o) _, )
B
Tahap 3. Memilih parameter Ridge-Deret Fourier dan Osilasi dengan Metode Validasi
Silang GCV. Dengan langkah-langkah berikut,
1. Mendefinisikan MSE pada model regresi nonparametrik ridge-deret fourier

berdasarkan pada kriteria GCV persamaan (12),

MSE(,S) = Z(yl 9(1,9))° 23)
2. Menguraikan MSE(A,S) menjadl bentuk matrik sebagai berikut,
MSE(A,S) = - yT(I —-HQ, 5)) (I-H@Q,S))y (24)

dengan, H(1,8) = X(S)(XT($)X(S) + AI)_IXT(S) dan I adalah matriks identitas.
3. Mendefinisikan GCV (A, S) sebagai pengembangan dari persamaan (12) berikut,

MSE (A, S

2
(n-ltr(l —H(Q, S)))
4. Mendapatkan optimasi GCV (A4, S) dengan persamaaan berikut,

GCV(A,S) = min MSE(,5) > (26)
s (n‘ltr(l —H(2, S)))

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Estimator ridge-deret fourier pada regresi nonparametrik dapat diperoleh dengan
beberapa langkah-langkah diantaranya, memodelkan regresi nonparametrik ridge-deret
fourier, kemudian memperoleh estimator ridge-deret fourier menggunakan metode
Maximum Likelihood Estimation (MLE), dan dilanjutkan dengan pemilihan parameter
osilasi dan parameter ridge-deret fourier menggunakan GCV.

a. Model Regresi Nonparametrik Ridge-Deret Fourier

Untuk data berpasangan (y;,x1;, x5, ...,xqi) yang melibatkan variabel prediktor
X1i, X0, -, Xq; Mmerupakan komponen deret fourier yang diasumsikan memiliki hubungan
yang sesuai dengan pola model regresi nonparametrik pada persamaan (27) berikut,

Vi = g(xli,xzi, . qu) +¢&;1=12,. 27
Dalam model ini, g(x;,xy;, ..., %4;) merupakan kurva regresi nonparametrik multivariabel
yang menggambarkan hubungan antara variabel respon y; dengan variabel-variabel
prediktor xq;, x3;, ..., Xq;, di mana bentuk fungsinya tidak diasumsikan secara spesifik. Model
9(1i, %24, ..., x4; ) diasumsikan bersifat aditif sechingga persamaannya menjadi,

g(xli'XZir ,Xqi) =g(x1) + glxz) + -+ g(xqi) = Z g(x;) (28)
=1
Berdasarkan persamaan (27) dan (28) maka model regresi nonparametrik yang dikaji dalam
penelitian ini dituliskan seperti pada persamaan (29) berikut.
Yi = g(xli:xZi: ---;xqi) + &
yi = g(x1) + gCea) + - g(xqi) + &
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a
yi = Z gQxy) + & (29)
=1

Persamaan (29) menunjukkan model regresi nonparametrik yang terdiri dari fungsi
komponen g yang akan dihampiri dengan menggunakan fungsi deret fourier dengan
sejumlah S osilasi. Dituliskan pada persamaaan (30) berikut.

a a s
z g(x) = ag + z (blxli + z g COS lei) (30)
1 =1 =1 s=1

dengan, ag = XL, 5 ao
Dari persamaan (30) maka diperoleh model dengan formulasi lengkap pada persamaan

berikut,
q s
yi =ap+ z (blx” + Z ag; COS sxli> +é&;i=12,..,n; (1)

=1 s=1
l=12,..,9;5s=12,..,8

Berdasarkan model pada persamaan (31) diatas, maka akan diperkenalkan penalti ridge-
deret fourier. Penalti ridge-deret fourier ini berperan penting dalam menentukan nilai
estimator ridge-deret fourier yang dirancang untuk mengatasi masalah multikolinearitas
yang sering timbul pada data.

b. Estimasi dengan Estimator Ridge-Deret Fourier

Untuk memperoleh estimator ridge-deret fourier, digunakan metode Maximum
Likelihood Estimation (MLE). Pendekatan ini menjadi dasar dari pengembangan model
regresi nonparametrik ridge-deret fourier yang diusulkan. Berdasarkan persamaan (31)
berikut adalah model regresi yang digunakan,

q s
yi =agp+ z (blx” + z Qg COS sx”) +&;i=12,..,n,

=1 s=1

l=12,..,qs5s=12,..,8

Model ini diasumsikan memiliki error random (&;) yang dituliskan pada persamaan berikut.
q

s
&=y, —ay— z <blxli + Z g COS sxll-) ;i=12,..,n, (32)
s=1

=1
l=12,..,9,s=12,..,S

dengan asumsi error mengikuti distribusi normal N(0,02). Proses untuk mendapatkan
estimator ridge-deret fourier menggunakan metode MLE dengan tahap-tahap berikut:
1. Membangun fungsi kepadatan peluang dari variabel random &;~N (0, ¢2).
1 1
)= Sy 33
g(gl) \W eXp ( 20_2 81 ) ( )
Sehingga fungsi likelihoodnya dituliskan pada persamaan (34) berikut.
n n

[ oo [Jlamon(-2e)

~ v%> exp (‘%Z 83> (34)

=1

i=1

2. Dari fungsi likelihood pada persamaan (34) diatas, maka bentuk kuadrat error
I, &% akan dinyatakan dalam bentuk matriks.
Berdasarkan persamaan (31) diperoleh penjabaran regresi nonparametrik ridge-deret
fourier berikut,
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q S
Yi= ay+ Z <blxll- + Z ag; COS sxll-) + g
=1 s=1

ag + bixqy; + aqq cosxq; + -+ asq cos Sxq; +
Vi = byxy 4+ ag;cosxy; + o+ agy oS Sxpp + o+ (35)
bgxqi + @14 COS X4 + -+ + Agq COS Sxg; + &
Untuk setiap unit observasi n dihasilkan model dengan persamaan regresi ridge-deret
fourier berikut,
ag + bixi1 + aq1€os xqq + azq cos 2xyq + -+ + agq oS Sxqq +
Y1 = byXyq + a12C0S X1 + Ayp COS 2X5q + -+ + Agp COS Sxpq + - +
bgxq1 + @14 COS Xq1 + Azq €COS 2Xgq + -+ + Agq COS SXgq + &
ag + bix1, + aqq COS X135 + Ayq COS 215 + -+ + Agq COS Sxq5 +
Y2 = byXpy + Aqp COS X35 + Ayp COS 2X95 + o+ + Agy COS SXpp + -+ + (36)
bgxqz + @14 COSxgy + Azq COS 2Xgp + -+ + Agq COS SXgp + &

ag + bixi, + aqq1 cosxy, + ayq €OS 2x1,, + - + agq COSSxqy, +
Yn =  DbyXy, + Aq3 COS Xy + Agp COS 2X5, + o+ + Agy COS SXpy + - +
bgxgqn + 14 €OS Xgn + Azq COS 2Xgy + - + Agq COS SXgp + &p
Sehingga, bentuk matriks disajikan dalam persamaan berikut.

- q S -
ap + Z (blxll + Z Qg COS sx11>
=1 s=1
V1 q S &1
Y2l _ lag+ Z (blxlz + Z g COS sxlz> 4 [®
’ =1 s=1 )

yTl H Sn
q S
ap + z (blxln + Z ag; Cos sxm)
- =1 s=1 - .
a
by
a1
1 x3; €OSXqqy .. C€COSSXqq .. Xg1 COSXgy ... COSSXgq]| ¢ &
— |1 xq2 cosxyp .. €OSSXyp .. Xgz COSXgy ... COSSXg; ||Qsi . & (37)
1 X1, C€OSXip .. €COSSXyp . Xgy COSXgn .. COSSXgp bg | Len
A1q
,aSq_
Atau dapat dituliskan seperti pada persamaan (38) berikut,
Yox1i = X(S)nxq+s)Bq@+s)x1 T Enxt (33)
Sehingga, model matriks dari error random didapatkan sebagai berikut.
e= Y—-XSB (39)
Berdasarkan persamaan (34) dan persamaan (39) maka terbentuk persamaan (40)
berikut,
1 \" 1
L = ——— ¢
B) ( _27702) exp( 5578 s)
= (= )n exp(— = (¥ = X()B) (¥ — X(5)B) (40)
V2ma? 202
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1 n 1
= ( ) exp (‘F (Y'Y - Y'X(S)B — (X(S)B)'Y
+ (X(S)ﬁ)'(X(S)ﬂ)>

L= (= f}w<_£§uw>zﬁwmwy+ﬁxmxﬂ®ﬂn> (4D

V2ma?
3. Membentuk fungsi log-likelihood dari persamaan (41) diatas menjadi,
2(B) = InL(B) (42)
Subtitusikan persamaan (41) kedalam persamaan (42) maka terbentuk persaam (43)

berikut,
2B = In [(ﬁ) exp (— —= (Y'Y =28 X (Y + X (S)(X (S)ﬂ)))] (43)

n 1
= —Eln(Znaz) ~5o7 (Y'Y —2B'X'(S)Y + B'X'(S)(X(S)B))

4. Melakukan optimasi pada fungsi log-likelihood pada persamaan (43)
Memaksimalkan fungsi log-likelihood #(B) ini ekuivalen dengan meminimalkan
Y'Y —2B'X(S)Y + B'X'(S)(X(S)B). Persamaan (44) dituliskan sebagai berikut.

max 2(B) = mﬁjn(Y’Y —2B'X' ()Y + BX (SHXS)B)) (44)

5. Menambahkan penalti ridge 2||8]|? untuk mengatasi multikolinearitas data.
Penambahan penalti ini mentransformasi fungsi yang akan diminimalkan menjadi
seperti pada persamaan berikut.

QBN = min(Y'Y — 2B'X"(S)Y + B'X'(S)(X()B) + MBI (45)
= rr}}n(Y’Y —2B'X'(S)Y + B'X'(S)(X(S)B) + AB'B)

Dalam bentuk ini, Q(B, 1) merupakan fungsi objektif yang terdiri dari komponen
kuadrat residual dan penalti ridge-deret fourier.
6. Menurunkan fungsi objektif Q (B, 1) untuk memperoleh estimator ridge-deret fourier.

008D _
S
OXY — 2B X SV + BX XS +BIB) _
9B

0—2X'(S)Y +2X'(S)X(S)B + 2B =0
2X' (S)X(S)B + 2AIB = 2X'(S)Y
X' ($)X(S)B + MB = X' (S)Y
X' ($)X(S) + ADB = X' (S)Y
B =X (XS +ADIX'(S)Y
Berdasarkan proses penjabaran yang telah dilakukan maka, diperoleh bentuk
estimator ridge-deret fourier pada persamaan (46) berikut.
B, D)= X'(SX(S)+ADTIX'(S)Y (46)
Estimator diatas merupakan hasil optimasi fungsi log-likelihood yang telah
dimodifikasi dengan penambahan penalti ridge-deret fourier sehingga menghasilkan
fungsi objektif baru yang menggabungkan kuadrat residual dari model deret fourier
dengan penalti terhadap kompleksitas parameter regresi.

Untuk memvalidasi bahwa estimator ridge-deret Fourier pada persamaan (46)
merupakan estimator yang baik, berikut diperiksa beberapa sifat statistik dari
estimator tersebut meliputi linearitas, bias, varians, dan Mean Square Error (MSE)
(Montgomery et al., 2012). Estimator ridge-deret fourier pada persamaan (46)
merupakan fungsi linear dari Y dengan nilai taksiran respon adalah,

Y =X(S)B = X(X'($)X(S) + AD7IX'(S)Y = H(S, )Y
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dengan, H(S,2) = X(X'(S)X(S) + AD)~1X'(S) sebagai smoothing matrix yang tidak
bergantung pada Y. Selain itu, estimator yang terbentuk tersebut secara matematis
bersifat bias dimana,

B(S, D) = (X'(9)X(S) +ADIX'(S)Y = A(S,)B
dengan, A(S,1) = (X'(S)X(S) + AI)"'X'X sehingga, E ([?(S, /1)) = A(S,1)B yang mana,

E (B(S, /1)) # B untuk 1 > 0. Biasnya adalah,

Bias (B(s,1)) = E(B(S,1)) — B = (A(S,1) - DB
dimana, A(S,2) = (X'(S)X(S) + ADX'X = (X' (S)X(S) + ADH(X'()X(S) + AI) — Al
A(S, ) = (X'()X(S) + ADHX'()X(S) + AD — AX'(9)X(S) + D1
AS, D) =1—-AX"(S)X(S) + D1
untuk, A(S, 1) — I = —A(X'(S)X(S) + AI)~* sehingga,
(A, D — DB = -2X'(HXS) +AD7'B
dengan demikian, parameter A berperan sebagai biasing parameter. Kemudian untuk
varians estimator ridge-deret fourier dituliskan sebagai,
Var (f;(s, /1)) = o2(X'($)X(S) + AD~1X'X(X'(S)X(S) + A1
Penambahan parameter penalti (1) menyebakan varians estimator menjadi lebih kecil
dibandingkan OLS, khususnya pada kondisi multikolinearitas. Selain itu, Mean
Square Error dari estimator ridge-deret fourier adalah,
MSE (B(S,2)) = Var (B(s,2)) + bias (B(S, ,1))2
MSE (B(S, 1)) = 0?(X'($)X(S) + ADX'X(X'(S)X(S) + D™ + (A(S,2) — DBB'(AS, 1) = I)'
Meskipun bersifat bias, estimator ridge-deret fourier dapat menghasilkan MSE yang
lebih kecil dibandingkan OLS karena adanya penurunan varians, sehingga
memberikan estimasi yang lebih stabil.
c¢. Pemilihan Osilasi dan Parameter Ridge-Deret Fourier dengan Generalized Cross

Validation (GCV)

Pemilihan osilasi dan parameter ridge-deret fourier optimal pada model regresi
nonparametrik ridge-deret fourier dilakukan melalui penggunaan metode Generalized Cross
Validation (GCV). Berikut adalah tahapan yang digunakan,

1. Mendefinisikan Mean Square Error (MSE) pada model regresi nonparametric ridge-

deret fourier:
1 1 ey -
MSE = EZ(yi —902 =~y - 7|[y -] @7)
Y1 V1

dengan, Y = yz dan¥ = yf kemudian, matriks ¥ = X(5)B(S,1) dengan estimator

Yn yn
B(S, 1) merupakan estimator ridge-deret fourier pada persamaan (46).
2. Menguraikan persamaan MSE kedalam bentuk matriks sebagai berikut,
Lo e o [Y=XOBES,D] Y - X(S)BS, 2
MSE= —[Y 7] [Y—Y]=[ d ]n[ Fs.)
[Y = X(S)X'()X(S) + ADIX' (Y'Y — X(SH(X'(S)X(S) + ADIX'(S)Y]
n
= SV —Y'XES)(X'(HX(S) + A TIX ()Y — (X(S)(X'()X(S) +
ADTIX'(OY)'Y + (X)X (SHX(S) + ADIX' (HY)'X(S) (X' (HX(S) +
ADTIX'(S)Y]
Matriks X(S) (X' ($)X(S) + AD)~1X'(S) didefinisikan sebagai H(4, S) dengan
demikian, persamaan di atas dapat dapat dinyatakan kembali sebagai berikut,
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MSE = %[Y'Y —Y'H(ASY — (HASY)'Y + (H(A,SY)H(A,S)Y]
= %[Y’Y —2Y'H(AL,S)Y +Y'H'(A,S)H(A,S)Y]
= %[Y’(I —2H(A,S) + H'(L,SH(,5))Y]
= %[Y’([ —H(@1,5)) (1- HQ2,9)Y|
Sehingga, terbentuk persamaan (48) untuk MSE sebagai berikut,
MSE(A,S) = %[Y’(I —H(,5) (I-HQ, s))Y]

3. Mendefinisikan persamaan Generalized Cross Validation (GCV) sebagai berikut.
%[Y’(I —H(2,9) (I- H&,9))Y]

2
(11—1 tr(I—HQ, S)))

Persamaan (48) digunakan dalam regresi nonparametrik ridge-deret fourier untuk
pengembangan estimator ini, GCV berperan sebagai salah satu kriteria untuk
mengevaluasi dan memilih konfigurasi model, khususnya dalam menentukan osilasi
dan nilai parameter penalty ridge-deret fourier optimal.

(4%)

GCev(,S) = (49

5. KESIMPULAN

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan ini, diperoleh estimator ridge—deret fourier
pada model regresi nonparametrik melalui pendekatan Maximum Likelihood Estimation.
Penambahan parameter ridge pada proses estimasi menghasilkan bentuk estimator closed-
form yang mampu mengatasi masalah multikolinearitas dengan menstabilkan matriks desain
yang mendekati singular. Selain itu, metode Generalized Cross Validation digunakan untuk
pemilihan parameter osilasi dan parameter ridge yang memberikan mekanisme pemilihan
kebaikan model teroptimal. Estimator yang diperoleh terbukti secara matematis bersifat bias
namun memiliki varians yang lebih kecil dibandingkan estimator OLS, sehingga dapat
menghasilkan MSE yang lebih kecil terutama pada kondisi multikolinearitas. Secara teoritis,
penelitian ini memberikan formulasi matematis yang lengkap mulai dari pembentukan
model, penyusunan fungsi likelihood, proses optimasi hingga diperolehnya bentuk estimator
ridge—deret Fourier pada regresi nonparametrik berikut.

BGS,D = X'(X(S)+ADIX'(S)Y
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