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ABSTRACT

Concepts of Mathematical (Group theory) and Physics (Quantum Field Theory) sciences have a relationship
in many Scientific applications. One example of this relationship is topology field theory such as Jones and HOMFLY
polinomials in two space and one time dimensions, which have a connection with the concept of the quantum field
theory. In this paper, we investigated the value of the invarians polynomial at SO(5) group by using braiding group
concept that has exact solution. As comparison, Quantum Field Theory concept will be calculated the Vacuum
Expectation Value (VEV) of the Wilson loop unknotted operator in Chern-Simons-Witten theory (CSW) 2+1 dimension
at the same group that has a convergent power series solution from order 1 / k" (k is a coupling contant). From
cgmparison calculation of invariant polynomial and VEV of SO(5) group, we have the identical result of themupto 1/
k® order.
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ABSTRAK

Konsep llmu Matematika (Teori Grup) dan Fisika (Teori Medan Kuantum) memiliki keterkaitan erat dalam
berbagai aplikasi llmu. Salah satu contoh keterkaitan tersebut adalah pada teori medan topologi seperti polinomial-
polinomial Jones dan HOMFLY dalam dua dimensi ruang dan satu dimensi waktu, ternyata bersesuaian dengan konsep
teori medan kuantum. Pada makalah ini, akan dihitung nilai dari polinomial invarian pada kasus grup SO(5) dengan
menggunakan konsep grup braiding yang mempunyai solusi yang eksak. Sebagai perbandingan dalam konsep Teori
Medan Kuantum akan dihitung nilai harap vakum (VEV) dari operator Wilson loop unknot dalam teori Chern-Simons-
Witten (CSW) 2+1 dimensi pada grup yang sama yang mempunyai solusi deret konvergen dari orde 1/k" (k adalah
konstanta kopling). Dari perbandingan perhitungan polynomial invariant dan VEV dari grup SO(5) diperoleh hasil
yang sama sampai orde deret 1/k.

Kata Kunci: Polinomial invariansi, CSW, operator Wilson loop, SO(5).

PENDAHULUAN Penemuan yang cukup fenomenal adalah

Konsep polinomial invariansi dalam terdapatnya hubungan diantara konsep teori
2+1 dimensi, pertama kali dicetuskan oleh medan topologi (seperti teori grup braiding)
Vaughan Jones pada tahun 1987 [1] yang dengan teori medan kuantum dalam 2+1
dinamakan polynomial Jones pada kasus grup dimensi pada tahun 1989 oleh Witten [5]
gauge SU(2). Perkembangan selanjutnya dengan  membuat  formulasi  vacuum
munculah polynomial HOMFLY untuk kasus expectation value (VEV) dari operator Wilson
grup gauge SU(N) dan polynomial Kauffman loop dari teori Chern-Simons-Witten (CSW)
untuk kasus grup gauge SO(N). Semua pada 2+1 dimensi. Kemudian Guadagnini [6-
polynomial-polinomial tersebut dapat 7] berhasil menghitung VEV of operator
dihitung dengan menggunakan konsep simetri Wilson loop pada kasus SU(2) sampai orde
grup  Braiding  seperti  yang telah kedua dari fungsi konstanta kopling.
dikembangkan oleh Hayashi, Zen and Perkembangan selanjutnya Zen, dkk. [8]

Guadagnini, dkk. [2], [3] dan [4].
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berhasil menghitung VEV of operator Wilson
loop untuk kasus unknot sampai orde ketiga.

FORMULASI BRAIDING

Aksi CSW dalam ruang 3 dimensi
dituliskan sebagai [9],

k 3y 2
Soow ZEIRE aXxa" THA,0 A, +12 A AA,)
(1)

dimana Tr adalah symbol trace and 1/k adalah
konstanta kupling. Perhitungan polinomial
Braiding E,(p) diperoleh dari bentuk

perkalian tensor dari representasi p, yang
dituliskan sebagai [2,10]:

P®p, =Dip, ,
sehingga menghasilkan perumusan [3,11]:

Eo(pa)E()(pb):gEo(pt)-

)
®3)

dan
N r - n +1
qu(ﬂa)EO (pa) _ 2131 (q Qpa) Q(p[)lz) Eo (pt) , (4)
t=1

dimana faktor simetri £ mempunyai nilai +1
untuk kasus kombinasi simetri dan (-1) untuk
kasus kombinasi anti-simetri.

Pada penulisan makalah ini
menggunakan kasus grup gauge SO(5).
Dekomposisi dari perkalian tensor dari dua

representasi  fundamental  dari  SO(5)
dituliskan sebagai
5®@5=1014910 (5)

Terdapat hubungan skein untuk dua Wilson
loop berdasarkan persamaan (3) dan (4) yang
pada kasus SO(5), didefinisikan sebagai [3]:

0% —0%” = (a2 —a2){a -1, (1)} - (6)
Jika disubstitusikan nilai p,=p =5 pada

persamaan (5) ke persamaan (6) maka akan
diperoleh persamaan dari polynomial invarian
sebagai:

*7E, (5)-0 7 (5)=(¢”* -¢*)| [, (5)] &, (5)]» (7)
Dimana nilai dari Casimir kuadratik dari grup

gauge SO(5) ditunjukkan pada table di bawah
ini [3].
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Tabel 1. Nilai Casimir kuadratik dari grup
gauge SO(3).

Q(1) | Q(B) | Q(10) | Q(14)
0 2 3 5

Notasi q dan 1, pada persamaan (6)
untuk kasus SO(5) didefinisikan sebagai

27Z'| A
- A - 8
q exp[k (10)} ; <|55(1)> E,(5). (8)

Solusi non-trivial dari polinomial invariansi
dari grup SO(5) dapat diperoleh dari
persamaan (8), sebagai

E, (5)=4cos {%}cos {&} +1. (9

Solusi eksak dari persamaan (9) diatas, dapat
dideretkan sebagai fungsi dari 1/k, yang akan
menghasilkan persamaan:

k? k®

E,(5)=5 (10)

VEV OF OPERATOR WILSON LOOP

Untuk menghitung polynomial Jones
pada grup gauge SU(2), Witten membuat cara
yang  berbeda dengan  Jones  yang
menggunakan  metode aljabar.  Witten
menggunakan metode diagram Feynman
(teori medan kuantum), dengan kondisi
invariansi gauge. Pada kasus ini digunakan
kuantisasi dengan prosedur Faddeev-Popov
standar. Aksi total dari teori CSW dengan
menambahkan Sgauge-fixing dan Sghost [6-7], |
adalah

Stot (A' ¢' C, 6) = Scsw (A) + Sgauge— fixing + Sghost
= e dxeTr(A0,A, +i2AAA )
b 0T 0 AL,
v _ a
—[,2d°xfg g” aﬂca (Dyc)”, (11)
dimana ¢° is Lagrange multiplier (medan
auxiliary) dan

a bc b
(Dﬂc) =0,c" - f°AC (12)
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Normalisasi VEV dari operator Wilson
loop dari the aksi total teori CSW (11)
dihubungkan dengan fungsi partisi dari
operator Wilson loop didefinisikan sebagai
[6-7]:

(W, (C)) = [DADg D e Tr, (P exp[f, A) o

=Tr [1+i[|1dx“ (A, (%)) —[ﬂdx“jxdyv A (Y)A, (X))
—|[&dx*_[ dy” J' dz A (2)A(Y)A, (x)>
+Uldx’j dyj dz” J d\/\fr A(,(W)Ap (2) (y)Aﬂ(x))

+im:dx”rdyv.[ydzprdw".[wdv"><
X<Aﬂ~ (V)AJ(W)AP(Z)A,(y)Aﬂ(X»
—f o [y [Pz [ oo [ v
< (A (U)A, (V) A, (WA, (2)A (V) A, (1)) +..] - (13)
Pada persamaan (13), nilai VEV operator
medan gauge (A, (x)) adalah nol,
(A, (x))= (14)
Untuk formasi dua propagator gauge dan tiga

vertex gauge didefinisikan secara berturut-
turut sebagai [6-7] :

(x-y)’

(A A (1) = 6%, (15)
k x—y|
and [12]
(AR (A (2) == 473|<2 & o Eop € e X
e e L 7 L MO T
Ww=x" W=y [w-2
Notasi operator Casimir kuadratik
dihubungkan melalui persamaan ,
Q(5)1=R°R?, a7)
dan
5 Q( )7facd bcd , (18)

Persamaan (13) masih bersifat umum (knot).
Jika diambil kasus unknot, maka harus
menggunakan perhitungan kontur framing
yang didefinisikan sebagai [6, 13]:
X oy =x"+en” (t); (s> 0[n(t)| =1),
n(s) =[ 0,0,e"™ |, (framing contour) ~ (19)
dan [14]:
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= {x(s) = (cos27s,sin27s,0): 0 <'s sl}
(metode unknot). (20)

Jika kondisi persamaan (19) dan (20)
disubstitusikan ke persamaan (13), maka akan
diperoleh VEV dari operator Wilson loop
pada kasus unknot sebagali,

0, (0)-8a-i1(%) (o) )+ (5T w00
2z atey o w0)+(% ] e 00

o, fif o "oy [z [ owe [ ov x
x(A (V) A, (W) A, (2) A (v) A, ()] +
T i 0T oy o awe ["av [ e
x(A(U)A (VA (WA, (2)A () A (9) ] 2D

dimana notasi O dan U, menunjukkan

persamaan (21) memenuhi kondisi unknot dan
telah menggunakan kontur framing. Adapun
beberapa nilai formulasi dari persamaan (21)
dapat dituliskan sebagai [6]:

Pr (UO):ng(Uo):o’ (22)

dan [7]:
gl(uo)z—misjz”dejgdqﬁj“’dw
x[sin%(0-¢)+sin1(6—y)+sini(¢— ://]——i
(23)

Untuk bentuk orde (A°) dapat dituliskan
sebagai [8]:

<Wp (C)>(3a) =Trp{imC dx"J.XdyV Iydzpjzdwajwdv‘ x
X<Ai (V)AU(W)A/?(Z)A\'(Y)AA(X)>}
I5£Sk3 Dldx‘j dy” f dz".[ dwj v’ e

{Fﬂa W(v—w, Y, X, z)+F;p M(v— z,, x,w)

+F o (V=Y 2 X W)+ F, (V=X 2, Y, W)
+FUP1#(W_Z’y’X V) o’v/lp,u(w_yvzvxav)

+FU/4M1,0V (W_X Z y V) PV, Ao—y(z_yiwrxnv)

+F o (Z=X WY, V) +F, (Y- x,w,z,v)}
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——ii(gii): [ﬂ dx"jxdyv.[ydz”.l.Z dw"J.de* ®

®{F/1p,o'v;z (V_ Z’ y’ X’W)+ Fﬂ.v,o'p,u (V_ y’ Z, X!W)
+F

ov.Apu (W_ Y, z, X,V)+ F

o, Apv

+F o (2= X W, Y, V) (24)

Jika disubstitusikan kondisi unknot dan
kontur framing (19) dan (20) pada persamaan
(24) maka diperoleh nilai integral berikut [8],

[[L dx“IXdyVJ‘ydz”.[Zdw“dev‘ x

xF (z—x,w,y,v):32i7r(7r2/6—1),

pu,Aov

E& dx“J'XdyVJ‘ydz".[zdw"'fwdv‘ X

xF (W—x,z,y,v)=32i7r(7z2/6—l),

ou,Apv

[‘1dx*’.[xdy".[ydz”rdw"jwdv’“><

x[FlpW (V=2,y,x,W)+F (W—y,z,x,v)]=32i7r,

ov,Apu

(L [y [z [“dw [ v x

xF (V—y,2,x,w)=32ir,

Av,opu
&dx”rdyvrdz”rdw"jwdv” x

xF (v—x,2,y,w)=-32i7°/6,

Ap,opv
fLoe [ dy [ dze [ dwe "o x
x[FMWI (V=w,y,x,2)+F, .. (W=2,y,%V)
+ va,/lo'/l (Z —-Y:W, X1V)+ Fv,u,/lap (y— X, W, Z,V)] .
=-32i7%/6. (25)

Jika disubstitusikan nilai integral (25) pada
persamaan (24), maka diperoleh nilai

o) =220 (2],

Untuk bentuk orde (A°), dapat dituliskan
sebagai

(w,(c))™ :Trp[i[&dx”rdy” [dze [ ["ov* ["au x

x(A () A (V) A, (W) A, (2) A (Y)A,(x)) |- (27)
Nilai VEV pada persamaan (27) akan bernilai
nol jika dikenakan kondisi unknot dan kontur
framing (19) dan (20), [8].

(w, (6))™ =o. (29)
Perhitungan VEV dari operator Wilson loop
sampai orde ke (1/k)’ untuk kasus unkot

dengan menggunakan persamaan-persamaan

(W=x,2,y,V)

(26)
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(22), (23), (26) dan (28), serta menggunakan
tabel 1 dari kuadratik Casimir adalah

<Wp<0>>=5{1—112(2k”j2 o) AL 2, }

3 k®

2 2
:5—10(1] 160 2|4
K k?

Ternyata persamaan (29) diatas identik
dengan konsep formulasi braiding (10)
apabila dideretkan sampai orde (1/k)’ .

(29)

KESIMPULAN

VEV dari operator Wilson loop dalam
2+1 dimensional untuk kasus unknot dari
teori CSW dapat dihitung  dengan
menggunakan teorema polynomial invariansi
yang menghasilkan nilai yang eksak pada
grup gauge SO(5). Bila nilai VEV tersebut
dideretkan sampai orde (1/k)’, ternyata

nilainya akan sama dengan perhitungan VEV
dengan menggunakan konsep diagram
Feynman (teori medan kuantum).

Untuk kelanjutan penelitian ini, bisa dicari
hubungan diantara polynomial invariansi dan
teori medan kuantum pada kasus yang knot
(w(L)) secara umum, sehingga bisa terjalin

hubungan diantara metode matematika
(khususnya metode aljabar) dengan metode
fisika.
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